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Einleitung

Finf Worte, kein Zitat!
Nichts?

In der Beweistheorie interessieren wir uns fiir die Stirke mathematischer Axio-
mensysteme. Ein mogliches Maf ist das Wachstumsverhalten der jeweiligen
[19-SKOLEM-Funktionen!. In der vorliegenden Arbeit untersuchen wir unter
diesem Aspekt die Theorien PA, IDy, IDs ...% Bereits 1987 charakterisierte
WILFRIED BUCHHOLZ [3]| die beweisbar-rekursiven Funktionen® von ID,, mit
einer schnell wachsenden Hierarchie?, die iiber gewisse Hauptfolgen definiert
wurde. Durch Verdnderung dieser Hauptfolgen und durch Anpassung des Be-
weises von BUCHHOLZ erhielt TOSHIYASU ARATI [2| 1991 eine Charakterisie-
rung dieser Funktionen durch eine langsam wachsende Hierarchie.

Im Jahre 1996 prisentiert ANDREAS WEIERMANN [10] eine neue Methode,
um schnell wachsende Funktionenfolgen zu definieren: Jede Ordinalzahl o < g
identifizieren wir mit der zugehorigen CANTOR-Normalform zur Basis w. Die
Norm N:eg — w zdhle die Auftreten des Zeichens w in «. Sei ferner ®:w — w
eine Variante der ACKERMANN-Funktion mit gewissen Eigenschaften. Dann
definieren wir fiir o, § < gg und n < w

a<,f <= a<f & no(a) < P(no(f) +n).

Diese Relation approximiert die herkémmliche Relation < auf ¢y, weil a <

1Sei £ eine Sprache der Pridikatenlogik und Ax eine Menge von £-Sétzen. Eine Funktion
f heiflt SkOLEM-Funktion zur Formel VZ3y ®(Z,y), falls ® eine L-Formel ohne Pradi-
katskonstanten ist und im Standardmodell fiir alle 7 die Formel ®(7, f(7)) gilt. Die
I19-SkoLEM-Funktionen von Ax sind die SKOLEM-Funktionen zu Formeln ViJy ®(7,y)
mit quantorenfreiem ®(Z,y), fiir die Ax = VIdy ®(Z, y) gilt, vergleiche [8].

2PEANO-Arithmetik kiirzen wir mit PA ab, fiir n > 0 die Theorien der n-fach iterierten
induktiven Definitionen mit ID,,.

3Sei T KLEENES Normalformpridikat. Eine partiell rekursive Funktion f mit Kode e ist
genau dann eine beweisbar-rekursive Funktion eines Axiomensystems Ax, falls Ax |
VZ3y T(e, Z, y) gilt. Anstatt solche Funktionen zu betrachten, untersucht man allgemeiner
die I13-SkoLEM-Funktionen. Aus der SKOLEM-Funktion zur Formel Vi3y T(e, Z, y) kann
die Funktion f in primitiv-rekursiver Weise berechnet werden. Bei geeigneter Kodierung
majorisiert sie auch die Funktion f.

4BUCHHOLZ nennt sie ,closely related to the so-called HARDY hierarchy”, siche Seite 140
in [3].



f <= dn a<,p gilt. Da aus a <, § immer no(«a) < ®(no(F) + n) folgt, ist
fir a < €0

Oan = max{k € w: Jag, ..., (. <¢... <oy =a+n+1)}

eine wohldefinierte schnell wachsende Funktion. Die besonderen Eigenschaften
der Relation <, erleichtern den Beweis, daf die Funktionen (fan),<., die
beweisbar rekursiven Funktionen von PA majorisieren, vergleiche [10].

In dhnlicher Weise lassen sich langsam wachsende Funktionen definieren: Sei
q eine primitiv rekursive Funktion. Dann nennen wir no(«) < q(no(f), k) die
Normbedingung. Fiir Ordinalzahlen unterhalb von cq,,® definieren wir eine
Relation <, die wiederum, wie zuvor <,,, die gewohnliche Relation < appro-
ximiert:

a<pf <= a<f & ,An bestimmten Stellen im Beweis
von a < 3 gilt die der jeweiligen Stelle

entsprechende Normbedingung.“

Diese ,bestimmten Stellen“ sind gerade so gewahlt, daf zum einen fiir abzihl-
bare Ordinalzahlen o und [ mit a <; [ die Normbedingung gilt, und zum
anderen o < 2 < 3 = «a <j, [ richtig ist. Ferner sei

Gpa = max{k € w: Jag, ..., (e <p...<,0 =)}

Auf diese Weise hat TOSHIYASU ARAI in Anlehnung an BUCHHOLZ’ Artikel
[4] und WEIERMANNS Artikel [9] langsam wachsende Funktionen definiert: Sei
no die HOWARD-Ordinalzahl®. In [1] zeigt er, daB die Funktionen (G, a)q<n,
die beweisbar rekursiven Funktionen von PA und auferdem die der Fragmente
125,123 ... charakterisieren.

Diesem Ansatz folgend definieren wir in dieser Diplomarbeit langsam wachsen-
de Funktionen, die die beweisbar-rekursiven Funktionen von PA, IDq, ID; ...
majorisieren.

Wie wir vorgehen

Wir nennen die Theorien PA IDy,IDs ... im folgenden GID{, GID,, GIDs ... Sei
p > 0. Zunichst definieren wir fiir 0 < v < p totale Funktionen 1, auf On. Die
v-te iiberabzéhlbare Kardinalzahl bezeichnen wir mit €2,. Um bei der Schnit-
telimination den Arbeiten von BUCHHOLZ [3] und ARAI [2] folgen zu konnen,
definieren wir ein Termsystem, das dem dort verwendeten sehr dhnlich ist:

5Sei () die erste iiberabzihlbare Ordinalzahl. Dann ist 1 die (€2 4 1)-ste Epsilonzahl.
6Die HowARD-Ordinalzahl ist die beweistheoretische Ordinalzahl von ID;.



- 0€eT
© y=nrétn & EneT = yeT
e c€eT & 0<v<p = J,0€T

Dabei bedeute v =nyr £+n, dak v = £+n ist und daf zusitzliche Bedingungen
fiir £ und 7 gelten. Schrinken wir ¢, auf T ein, so erhalten wir Kollabierungs-
funktionen 9,: T — [, Q2,1 1[. Um spéter ein schérferes Ergebnis zu erhalten,
definieren wir mit diesen Funktionen fiir v < p durch

D,ii0 =0 und Dyo :=V,Dy10
Kollabierungsfunktionen

D,: T — [Qm Qv+1[7
fiir die im Falle p > 1 fiir v > Q,

Doy < oy

gilt. Dann definieren wir so, wie wir es oben andeuteten, eine nicht-transitive
Relation <; C T x T mit folgenden Eigenschaften:

c a<pf < = no(a) < q(no(B), k)
Y <e Q= 7 < Qun

Wir erhalten wiederum eine Hierarchie von Funktionen:
Gra:=max{n € w: Jag,..., (@, <g...<pop =)}
Damit kénnen wir das Theorem formulieren, das bewiesen wird:

Theorem Sei der 113-Satz VaIy®(z, y) in GID, herleitbar. Dann gilt im Stan-
dardmodell:

(a)  FVm>I13In<Go(Do(D) (D)0 + 1) + 1)) (m,n)
(b)  FVYmIn < Gp(Do(DL(DLO + 1) 4 1)) ®(m,n)

Dabei sei ¢ = €2, + ... + ;. Bevor wir den Beweis skizzieren, erweitern wir
unsere Apparatur: Durch

Oé<<kﬁ e Oé<kﬁ & Vl<p(AHla§kAHlﬁ)
& no(a) < q(no(B), k)



erhalten wir die Relation, entlang derer wir in unserem in Anlehnung an |2| zu
definierenden infinitdren System GID,” schliefen wollen. Schreiben wir

kT,

so gibt es in unserem infinitdren System fiir die endliche Formelmenge I" einen
Beweisbaum, der nicht tiefer als « ist, dessen Zweige entlang der Relation <
verlaufen und in dem nur Formeln, deren Linge kiirzer als r ist, geschnitten
werden.

Wir werden in unseren Kalkiil die (€2,1)-Regel verwenden. Sie wird mit Ter-
men f[x| formuliert, die mit einer freien Stelle %, einem Kontext, ausgeriistet
sind. Diese Terme werden so definiert, dal unter anderem

aeT = fla]eT

gilt. Um die Schnittelimination fiir GID,® durchfiihren zu konnen, zeigen wir,
dak < folgende Eigenschaften hat:

c 7#F0 = 0y

© a<kf = YHa < H#0
- akf = fla]<k fIB]

Speziell fiir den (Cut)-Schluf im Beweis des Eliminationslemmas brauchen wir
oLy = Dyo#Dyoy <, Dy,

fiir den (€2,41)-Fall des Kollabierungslemmas
v <u = Dy f[Dyf[0]] < Dy f[Quia].

Der Beweis der letzten Eigenschaft erfordert viel Arbeit. Sie entspricht der
folgenden Aussage bei der Untersuchung von Teilsystemen der Analysis mit
Bar-Induktion, siehe Seite 21 in [6]:

COROLLARY 5.4. If f is a fundamental function with ., € dom(f),

then f(47(f(0))) < f(2r4)-

Da unsere Relation <;, im Gegensatz zu < nicht transitiv ist, beweisen wir
dies etwas anders.
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1 Ein Ordinalzahlbezeichnungssystem T

Zunichst beschreiben wir die Ordinalzahlen, die wir fiir die Majorisierung der
beweisbar-rekursiven Funktionen von ID,, benutzen werden.

Wir befinden uns in ZFC. On ist die Klasse der Ordinalzahlen, kleine grie-
chische Buchstaben wie etwa «, 3, 7, d, 1, &, o bezeichnen bis auf weiteres
Ordinalzahlen. Mit a <  meinen wir o € 3, wobei sich die zugehorigen Varia-
tionen >, < und > hieraus leicht ableiten. In diesem Kapitel wollen wir jede
Ordinalzahl o mit der Menge ihrer Vorgénger identifizieren:

a={y:y<a}

& +n und w® seien wie iiblich definiert. AH ist die Klasse der additiven Haupt-
zahlen:

AH ={y>0: V¢, n<~v(E+n<7)} ={w®:a € On}

Um das Bezeichnungssystem elegant formulieren zu konnen, ist uns folgende
Normalform von Nutzen:

y=Npltn = y=£(+4n & JalE=w & 0<n <)
Es gilt dann:

0<vy¢AH <= 3, n(y=nr&+n)

Dabei sind ¢ und 7 eindeutig durch v bestimmt. Mit p, u, v, k, [, m und n
bezeichnen wir natiirliche Zahlen, einschliefslich der Null. R, sei die kleinste
unendliche und ¥, die v-te iberabzahlbare Kardinalzahl. Ferner sei

q 1 firv=0
YN, fiirv > 0.

1.1 Ein paar SKOLEM-Mengen

Zu gegebenem p definieren wir fiir v < p durch simultane Rekursion nach
a Mengen C,(a, ) von Ordinalzahlen und totale Kollabierungsfunktionen
¥y: On — On. Wir beginnen mit v = p und gehen dann hinunter bis v = 0.
Obwohl der Fall p = 0 der folgenden Definition keine Probleme bereitet, wollen
wir diesen im Hinblick auf spétere Kapitel ausschliefsen.
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Definition 1.1 Sei v < p.

(C1) 7€ (BUQ)NQu = 7€ Ci(a, )
(C2) v=nr&+n & Enelya,f) = velula,f)
(C3) oeCla,f)Na = U,(0) € Cya, 5)
(Cy) oelCa,p) & v<u<p = V,(0) € Cy(a, B)

Q, fiiro =0
(C5) y(0) ::{min{f cCW(0, )N Qi1 €& & o€ Cylo,§)U{0} fiir o #0

Klausel (C}) stellt an ~ die zusétzliche Forderung v < €., da andernfalls
Lemma 1.9(b) nicht beweisbar ist, wie wir im zugehorigen Beweis sehen wer-
den. Die Bedingung v < u < p gewidhrleistet, daf mit Klausel (C;) nur im
Falle v < p neue Ordinalzahlen hinzugenommen werden.

v sei ab jetzt immer eine natiirliche Zahl < p. Der Kiirze halber schreiben wir
v,0 statt J,(o). Mit |M| meinen wir die Méachtigkeit der Menge M. Deswei-
teren sei

sup M,, := U M,,.

Die soeben definierten Mengen haben schone Eigenschaften, wie das folgende
Sublemma zeigt.

Sublemma 1.2

(a) &<n = CJ(B) CCn,B) & Cyla,&) C Cola,n)

(b)  B<Qp = |Cula, B)] < Qi

() Cula,supy,) = sup Cy(r, 1)

Beweis
Die drei Aussagen lassen sich durch einfache Induktionen nach dem Aufbau
von C, beweisen.

In den Beweis des folgenden Satzes geht die Regularitdt von N, ; ein. Eine
Kardinalzahl N, heiflt regular, falls

VM CRL(IM] < Ry — Iy R (M C 7))

gilt.
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Lemma 1.3 0 € C,(0,Q,41) = Y,0 < Quiq

Beweis
Konstruieren wir ein v < €2,,, 1, welches die Eigenschaft

Co(o,7) N Qi1 €y & 0 € Cylo,y)
besitzt, so gilt mit (C5)
Voo <7 < Qi
Zu diesem Zwecke definieren wir unterhalb von 2, eine Folge (7, )new so, daft

\V/TL(CU(O', ’Yn) N Qv—i—l g '7n+1)

ist.

Aus o € C,(0,9Q,41) folgt mit Sublemma 1.2(a) o € C, (0, ,11). Also existiert
nach Sublemma 1.2(c) ein 7y < Q41 mit o € Cy(0,70).

Sei 7y, schon konstruiert. Da die Méchtigkeit von C,(c,~,) kleiner als R, ;
ist, vergleiche Sublemma 1.2(b), gibt es aufgrund der Regularitit von X, ein
Yna1 < Q1 mit Cy(o,7,) N Qyr1 € Y-

Setze v := sup~y,. Die Regularitit von N,,; impliziert v < €,.1. Aus der
Stetigkeit im zweiten Argument von C, folgt mit Sublemma 1.2(c):

CU(Jv 7) N QU+1 CU (07 sup 7”) N Qv+1
sup Cv <07 f)/n) N Qerl
SUD Y11

v

1N

Da vy < 7 ist, gilt wegen Sublemma 1.2(a) o € C,(o,7). Damit entspricht -y
unseren Wiinschen.

Wir definieren jetzt eine Menge T von Ordinalzahlen, die wir fiir unsere be-
weistheoretische Untersuchung benutzen werden.

Definition 1.4

(Ty) 0€eT
(Th) vy=nr&+n & {EneT = €T

(T3) c€T & 0<v<p = V0€T

14



Diese Menge werden wir im folgenden auch Termsystem nennen, da alle Ele-
mente ausgehend von der Null durch Summation und Anwendung der 9, ein-
deutig darstellbar sind, wie wir spitestens nach Lemma 2.1 eingesehen haben
werden.

Satz 1.5 Y€ T — v € C,(0,Q11)

Beweis durch Induktion nach v € T
Es sind drei Falle zu untersuchen:
« =0
Wegen 0 € Q,,1 haben wir 0 € C,(0,,,1) mit Klausel (C}).

* Y= NEETD
Hier folgt die Behauptung sofort mit der Induktionsvoraussetzung.

e y=1U,0
Dies ist der interessante Fall.

- u<w
Nach Induktionsvoraussetzung fiir u ist o € C,(0,€,,1). Also
folgt mit Lemma 1.3 J,0 < Q,.1 < Q,41. Damit verhilft uns
Klausel (C4) zu 9,0 € C,(0,Qy41)-

s u>wv
Die Induktionsvoraussetzung fiir v liefert o € C,(0,£2,41). Nach
Klausel (Cy) gilt schlieklich 9,0 € C,(0,Q241)-

Korollar 1.6 0 € T — ), < 9,0 < Q11

Beweis
Gilt das Antezedenz des Satzes 1.5, so folgt der Sukzedenz des Lemmas 1.3.
Nach Klausel (C5) und (Cs) ist ferner 2, < ¥,0.

1.2 Einige einfache Eigenschaften

In unserem Termsystem kommen alle natiirlichen Zahlen vor, etwa
Mit Klausel (C5) ist auch Q, = 4,0 € T.

15



Sublemma 1.7 Fir alle £, < 3 mit
Ja(é =w® & 0<n<w™)
gelte £ +n < 3. Dann ist 3 eine additive Hauptzahl.

Beweis
Sei «v,0 < 3. Beide Ordinalzahlen kénnen wir in der CANTOR-Normalform zur
Basis w darstellen:

y=wl . 4w
§=w® 4+ .. 4w

Dabei gilt v > ... > 7, und dy > ... > 9,,. Falls v+ § > ¢ ist, wihlen wir j
maximal mit der Eigenschaft v, > do. Nach Voraussetzung gilt dann

wh 44§ < f.
Schritt fiir Schritt erhalten wir so
WO+ W+ =740 < [,

was zu beweisen war.

Sublemma 1.8
(a) Yo =Cylo,0,0) N Qi
(b) Y,0€ AH

Beweis

(a) Klausel (C}) und Korollar 1.6 liefern die eine Inklusion C, Klausel (Cj)
sichert die andere.

(b) Es seien &,n < 9,0 = Cy(0,9,0) N Qs mit Ja(§ =w® & 0<np<w*).
Nach Klausel (Cy) ist & +n € Cy(0,0,0). Weil ,,1 € AH ist, gilt zudem
£+ mn < Qup1. Dann gilt wegen (a) £ + 1 < ¥,0. Mit Sublemma 1.7 folgt die
Behauptung.

Sublemma 1.9
(@) y=nr&+n = (YO, f) < &ne Cyla, B))

(b) u>v = (Vo€ Cyla,B) < o€ Cya,f))

16



Beweis

(a) Sei v € Cy(a, 3). Wie ist v da hineingeraten? Durch Klausel (C3) und (Cy)
werden ausschliefslich additive Hauptzahlen aufgenommen, vergleiche Sublem-
ma 1.8(b). Also gilt v € C,(a, 5) wegen einer der Klauseln (C) und (C5). Im
ersten Fall sind £ und 7 ebenfalls in C,(«, 3), da sie kleiner als 7 sind, und im
zweiten, weil £ und 7 durch die Normalform eindeutig bestimmt sind.

(b) Ist ¥,0 in C,(«, 3), so kann dies nur nach Klausel (C}) gelten. Klausel (C1)
kommt nicht in Frage, da in diesem Falle 9,0 kleiner als €2, sein miifste.

Seien nun «, (3, v, 6, 1, £ und o stets Elemente aus T.

1.3 Wann « kleiner als ( ist

Beim Grofenvergleich zweier additiver Hauptzahlen sind uns folgende Mengen
von Teiltermen hilfreich.

Definition 1.10 Fiir eine Ordinalzahl v aus T sei

0 fiir vy =0
_ JAHLUAH,n firy=nr{+n
AHyy = {7} fir y =v,0 & u<vw
AH,o fiiry=9,0 & u>wv.

Das folgende Sublemma ist eine einfache Folgerung aus Sublemma 1.8 und
Korollar 1.6.

Sublemma 1.11
(a) AH,yCAH
(b) AHU’Y < QU-H

Fiir eine Menge M sei M < « gleichbedeutend mit Vy € M (v < «). Die Nega-
tion hiervon, 3y € M(« < 7), schreiben wir aw < M.

Lemma 1.12 o € C\(3,9,8) <— AH,a <,

Beweis
Wir zeigen die Aussage durch Induktion nach o € T.

. a=0
Dieser Fall ist klar.

17



a=nr&+n
Hier folgt mit Lemma 1.9(a) und der Induktionsvoraussetzung die Be-
hauptung.
a=19,0
Dies ist der interessante Fall.
. u<wv
Da somit a < €2,, ist und nach Lemma 1.8 desweiteren 9,0 =
Cv(ﬁa 191)5) N Qv-l-l gllta fO]gt
a € Cy(B,0,0) < a<i,p0.

Wegen AH,a = {a} ist das das Verlangte.

« u>w
Nach Lemma 1.9(b) und der Induktionsvoraussetzung gilt

a € Cy(B,9,8) <= o€ C(B,9.,0)
< AH,a = AH,0 < 9,0,

womit alles gezeigt ist.

Satz 1.13 J,a < 9,0 < (a<p & AH,a <9,0) oder ¥,a < AH,[3

Beweis
Wir unterscheiden drei Félle:

Gelte o < f und AH, o0 < 9,05.

Mit Lemma 1.12 folgt a € C,(53,3,) aus dem zweiten Konjunktions-
glied und hieraus wegen des ersten ¥,a € C,(5,9,4) mit (Cs). Nach
Satz 1.3 gilt zudem Y, < €2,,1. Also folgt:

791)05 S Cv(ﬁa ﬂvﬁ) N Qerl

Sublemma 1.8(a) liefert damit die linke Seite der zu beweisenden Aqui-
valenz.

Gelte v,a < AH,[3.

Nach Definition von 9,03, vergleiche (Cs), ist 8 € C,(3,9,3). Lemma
1.12 liefert uns dafiir AH,( < 9,0. Zusammen mit der Voraussetzung
ergibt das:

Yoo < AH,B < 0,0

18



«  Gelte die Negation der rechten Seite der Behauptung:
(6 < aoder v, < AH,a) und AH, (3 < 9,

Falls 6 < aund AH,( < J,« gilt, so folgt wie im ersten Punkt unseres
Beweises 97,0 < 1¥,a. Gehen wir im Falle 9,06 < AH,« wie im zweiten
Punkt vor, so folgt ebenso 9,4 < ¥,a. Damit ist alles gezeigt.

Korollar 1.6, Sublemma 1.8 und der vorhergehende Satz beantworten uns nun
die Frage, wann « kleiner [ ist:

Korollar 1.14 o < (3 gilt genau dann, wenn einer der folgenden Fdlle zutrifft:

c a=0& #0
« a=1v,y & (=19, und einer der folgenden Fille

s u<w
e u=v & y<d & AH,y <1,0
e u=v & Y, y< AH,
c a=U7 & B=nrltn & a<(
c a=yrl{+n & f=0,0 & {<f
c a=np7+0 & B=nr&+n und einer der folgenden Fille

<y <é
e =¢ & o<

19



2 Die <;-Relation auf T

Spatestens ab diesem Punkt der Arbeit sind kleine griechische Buchstaben mit
und ohne Index Elemente aus T. Induktion nach v meint in diesem Kapitel
Induktion nach v € T.

2.1 Eine Norm auf T

Von Null verschiedene Ordinalzahlen aus T, die nicht additive Hauptzahlen
sind, haben nach Klausel (73) und Sublemma 1.9 eine eindeutige Summendar-
stellung. Das folgende Lemma zeigt, dak auch die Darstellung der additiven
Hauptzahlen aus T durch die ¥,-Funktionen eindeutig ist.

Lemma 2.1 Y,a=9,0 — u=v & a=70

Beweis

Da 9,a zwischen €2, und €2, liegt, folgt u = v. Angenommen « wire kleiner
als 5. Wir zeigen AH,a < ¥,a. Denn dann gilt o < f und AH, o < 49,03, so
daf mit Lemma 1.13 ¥, a < ¢, folgt, was im Widerspruch zur Voraussetzung
steht. Sei v € AH,«. Falls v < ), ist, folgt v < ¢¥,a sofort mit Korollar 1.6.
Anderenfalls gilt trivialerweise v < AH,« und, da v additive Hauptzahl ist,
mit Satz 1.13 auch v < ¥,a, was zu zeigen war.

Das Lemma und die obige Bemerkung zeigen, daf wir die Elemente aus T
ausgehend von der Null durch Summation und Anwendung der ¢, eindeutig
darstellen kénnen. Ist die Norm no(«) die Anzahl der ¢, in dieser Darstel-
lung von «, so ist sie mithin wohldefiniert. Das Beispiel aus Abschnitt 1.2 im
Hinterkopf ist no(n) = n trivial.

2.2 Eine Normbedingung

Die im folgenden zu spezifizierende Normbedingung soll Normen zweier Ordi-
nalzahlen aus T vergleichen. Es sei

alm, k) == p- (k +1) - 5™
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eine Funktion auf natiirlichen Zahlen. Wie wir sofort sehen, ist sie primitiv
rekursiv. Dann nennen wir

no(a) < q(no(f), k)

die Normbedingung. Die Norm von « wird also durch die Norm von ( und der
natiirlichen Zahl k kontrolliert. Im Verlauf dieses Kapitels werden uns die im
nidchsten Lemma bewiesenen Eigenschaften von ¢ hilfreich sein.

Lemma 2.2

(a)  q ist streng monoton wachsend in beiden Argumenten.
(b)  m+q(n,k) <q(m+n,k)

(c)  q(lm,k)+q(m, k) +2 < q(m+1,k)

(d m+m+p+1<qg(m+1,k)

Firn >0 und mg # 0 und my # 0 und ... und m,, # 0 gilt:

(e)  q(mo,k)+ ...+ q(mp, k) <qglmo+...+my, k).

Beweis

(a) Wir beachten p > 0 und sehen die strenge Monotonie der Definition von ¢
direkt an.

(b) Eine einfache Induktion nach m liefert die Behauptung. Dabei nutzen wir
die strenge Monotonie von ¢ im ersten Argument.

(c) Die folgende Abschitzung ergibt sich mit einfachster Arithmetik:

dlm K) +alm, K) +2 = 2 p- (k+1) 57 42
< 5-p-(k+1)-5m"2
= gq(m+1,k)
(d) Fiir diese Abschiitzung nutzen wir 2-m + 1 < 5™ — 1 und p > 0:
5m+1 o 1 +p
p- (5™ =1 +p
p- (k’ + 1) . 5m+1+2
g(m +1,k)

2-m+p+1

INIA A
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(e) Es gilt n+ 1 < 5™. Sei m; das Maximum von my, . .., m,. Dann gilt:
(n+1)-p-(k+1) 5+

5" -p-(k+1)-5m"2

p- (k + 1) . 5m0+...+mn+2
q(mo + ...+ my, k)

amo, k) + ...+ q(ma, k)

IA A IA

2.3 Die <;-Relation auf T

Da bei der <j-Relation die Normen der beteiligten Ordinalzahlen eine grofe
Rolle spielen, werden die Summen sehr sorgfiltig verglichen. Dazu ist uns fiir
die Darstellung der Summen eine Variante! der CANTOR-Normalform niitzlich.
Es sei

O =cNF Qg+ ...+ Qp
genau dann, wenn
a=nroag+o; & o€ AH & m=1
oder
a=nrag+7 & y=cnroa1+...+ta, & m>1

zutrifft. Zu jedem o ¢ {0} U AH existieren dann durch « eindeutig bestimmte
Qg, - - ., Qy, Mit

a =cNF Qg+ ...+ Q.

Das Ergebnis des ersten Kapitels, Korollar 1.14, im Hinterkopf definieren wir
nun die <,-Relation:

Definition 2.3 o <; [ gelte genau dann, wenn einer der folgenden Fille zu-
trifft:

e a=0& 0#0
« a=19,y & B =1I,0 und einer der folgenden Fille

INach unserer Definition haben nur von Null verschiedene Ordinalzahlen, die nicht additive
Hauptzahlen sind, eine CANTOR-Normalform. Dies hilft uns, die Fallunterscheidung bei
der Definition der <-Relation einfach zu notieren.

22



+ u < v |verschiedene Stufen|

e u=v=0 & v<,d & AH,v<; 9,0 & no(a) < q(no(B),k)
[Unerreichbarkeit; |

e u=v>0 & y<xd & AH,y <y 9,0 |Unerreichbarkeits|

o u=v & 9,y<p AH, |Teilterm)|

e a=cnroy+t...+a, & F=1,0 & und einer der folgenden Fille

c v=0 & Vi<m(a<pf) & no(a) < q(no(B),k) |additive
Hauptzahl, |
« v>0 & Vi<m(a; <i ) |additive Hauptzahl,|

c a=af.Ha, & B=cnE bt .o+ B & Vi<n(a <) &
Al <n(oy < Fi) [Multimengenvergleich]|

£#n ist die natiirliche Summe von £ und 7. Die letzte Klausel besagt somit, dafs
a < B ist, wenn B =cnp (o + ...+ By ist, wir « irgendwie durch ap, ..., a,
als natiirliche Summe darstellen konnen und die aufgefiihrten Bedingungen
gelten. Unter einer Stufe, etwa der u-ten, verstehen wir das Intervall zwischen
Q,, einschlieklich und €2, ausschlieklich. Daf wegen 2y = 1 die 0 somit keiner
Stufe zuzuordnen ist, soll uns nicht weiter storen. Satz 2.4 wird uns zeigen,
dak fiir abzéhlbare a und 8 mit a <, # die Normbedingung gilt. Der Beweis
dieses Satzes erfordert, daf in der Definition von a <; 3 an zwei Stellen die
Normbedingung auftritt. Um auf einzelne Bedingungen der vorigen Definition
Bezug zu nehmen, benutzen wir die Worter in den eckigen Klammern als
Namen. Der letzte Punkt ist dann etwa die Multimengenvergleichsklausel oder
kurz der Multimengenvergleich.

2.4 Einfache Eigenschaften

Die soeben definierte Relation ist nicht transitiv, wie das folgende Beispiel
zeigen wird. Wir verwenden folgende Abkiirzungen:

w = ’190’1900

w¥ = Yow

Weil ¢ streng monoton wachsend in beiden Argumenten ist, konnen wir ein k
so grof wahlen, daf

2 = no(w) < q(no(w®), ko)
und auflerdem

4 < q(no(w), ko) — 1
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gilt. Dann existiert ein n > 0, das maximal mit der Eigenschaft
2-n=mno(w-n) < q(no(w®), ko)

ist. Geméaf der Unerreichbarkeitsklausel gilt w <z, w* und mit der Additive-
Hauptzahl,-Klausel

W n <p, w*.
Ferner folgt mit Multimengenvergleich
(g(no(w), ko) — 1) - n <pyw - n <p, w*.
Da n maximal gewahlt war, gilt jedoch nicht
(a(no(w), ko) — 1) -1 < q(no(w?), ko).

Also ist die Normbedingung fiir (¢(no(w), ko) — 1) -n und w* verletzt. Mit dem
néchsten Satz sehen wir, da (q(no(w), ko) — 1) - n und w® abzdhlbar sind, dafs
dann auch

(q(no(w), ko) — 1) - n <p, "
falsch ist.

Satz 2.4 a<; 0 < = no(«a) < q(no(B), k)

Beweis des Satzes
Wir zeigen die Behauptung durch Induktion nach Na + Nf.

e a=0& 0#0

Dieser Fall ist einfach.

«  a=1vyy & [ =1y0. In der Unerreichbarkeitsklausel fiir v = 0 wird die
Normbedingung explizit gefordert. Sei geméf der Teiltermklausel av <y £
fiir ein £ € AHyd. Da £ ein echter Teilterm von [ ist, gilt

no(§) < no(f).
Falls o = ¢ ist, gilt folglich mit der Monotonie von ¢
no(a) = no(€) < no(B) < q(no(B), k).

Anderfalls ist o <; £&. Nach Sublemma 1.11 ist £ kleiner als 2;. Somit ist
die Induktionsvoraussetzung anwendbar, und es folgt, da £ ein echter
Teilterm von [ ist, mit der Monotonie von ¢

no(a) < q(no(§), k) < q(no(3), k).
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* Oz:CNFOzo+...+CYn&ﬁ:’l905
In diesem Fall wird die Normbedingung explizit gefordert.

c a=ap#...FHfa, & B=cnr ot ...+ O
Da alle o; und g, kleiner als €2 sind, folgt nach Induktionsvoraussetzung
beziehungsweise aufgrund der strengen Monotonie von ¢ fiir alle [

no(ay) < q(no(f), k)

und fiir ein [’

no(aw) < q(no(By), k).
Mit Lemma 2.2(e) folgt also:

no(a) = no(ag) + ...+ no(ay,)
< q(no(fo), k) + ...+ q(no(Bn), k)
< gq(no(f), k)

Das folgende Lemma 1aft sich nur beweisen, weil in der Stufenklausel keine
Normbedingung steht. Wir werden es im Beweis des Lemmas 2.19 verwenden.

Lemma 2.5 v<;, Q11 <= 7 < Qup1

Beweis
Der Grofsenvergleich mit <, beriicksichtigt die Eigenschaften unserer Ordinal-
zahlen, die wir mit Korollar 1.14 zusammenfafiten. Es gilt also immer

a<pf = a</p,

und somit die erste Implikation.

Durch Induktion nach v zeigen wir die andere Richtung. v = 0 ist trivial. 2,4
ist nach (C5) gleich ¥,,10. Falls v € AH, kann somit v < €, nur gelten,
da die beiden Zahlen auf verschiedenen Stufen liegen. Dann folgt sofort die
Behauptung mit zugehoriger Klausel in obiger Definition. Ist v eine Summe,
so liegen auch alle Summanden unterhalb von €2,,,. Also folgt die Behauptung
aus der Induktionsvoraussetzung mit der Additive-Hauptzahl,-Klausel.
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2.5 Unsere Kollabierungsfunktionen

Wir wollen nun die Funktionen definieren, die wir zum Kollabieren von Or-
dinalzahlen benutzen werden. Am Ende dieses Abschnitts zeigen wir, daf fiir
p > 1 die neuen Funktionen D, auf kleinere Ordinalzahlen reflektieren als die
Funktionen 9,. Die neuen Funktionen werden durch Rekursion nach v von p
hinab zur 0 definiert. Um im folgenden Ressourcen zu sparen, sei D, (o) := 0.

Definition 2.6 D,(0) := 9,(Dy4+1(0))

Beziiglich der Klammern bei D, (o) gelte das gleiche wie bei 9,(c). Auch das
Verhalten mit AH, ist identisch:

Sublemma 2.7

{Dyo} firu<w

AH,Dyo = {AHUO fiir u > v

Beweis
Die Behauptung ergibt sich direkt aus den beteiligten Definitionen.

Lemma 2.8

Dya < D, <= (Dypia< Dy & AH,a < D,j3)
oder D,a < AH,[

Beweis
Nach Definition von D, und nach Satz 1.13 gilt:

Dy,a < D, <= ,(Dyp100) < 9y(Dyy13)
< (Dv+1a < Dv+1ﬁ & AHUDU+1()[ < Dvﬁ)
oder Dya < AH,D, 13

Das vorige Sublemma impliziert damit die Behauptung. Fiir Mengen M und
N sei M <, N gleichbedeutend mit Vy € M35 € N(y < 9).

Lemma 2.9

(a) Dia<pDif & AHoa <, AHyB & no(Dya) < q(no(Dyf), k)
— Dy <y, Doﬁ

(b) u>0 & Du+1()é<kDu+1ﬁ & AHuOé SkAHuﬁ
— DuOé<kDuﬁ
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Beweis

(a) Mit der Unerreichbarkeitsklausel im Hinterkopf ist nur AHyo <y Dof3 zu
zeigen. Sei v € AHya. Dann gilt v <, AH,0 = AHyD,[3, vergleiche Sublemma
2.7, und v € AH. Mit der Teiltermklausel folgt dann ~ <, Dyf3.

(b) Analog zu (a) mit Benutzung der Stufenklausel zeigen wir AH,« <y D, (3.
Das ist wie in (a) alles.

Wie zuvor versprochen, beweisen wir nun, daf die neuen Kollabierungsfunk-
tionen fiir p > 1 bessere Arbeit liefern als die alten. Sei v > €),,. Wir werden

Doy < Yoy
zeigen. Sei 0 € AHyy. Weil § < AHyy und 6 € AH gilt, folgt mit Satz 1.13
d < o,
insbesondere also mit Sublemma 2.7
AHyD1y = AHyy < 9¢7.
Wegen p > 1 und v > €, sehen wir auferdem
Dy <, <~

ein. Beides zusammen ergibt mit Satz 1.13 die Behauptung.

2.6 Die kollabierbare Relation

Wir definieren jetzt die kollabierbare Relation <:
Definition 2.10

(a) a<]p <= a<pfB & Vi<p(AHa <, AH,f U AHy)
(b) a<’B = a<)f & no(a) < q(no(B), k)

© a<Pp = 35,.. . 6la=6<V. . . <Vs5=p)

Wir schreiben im folgenden hiufig <, statt <<§€1). Mit o <, 3 meinen wir
a <<, B oder a = 3. Wie <, ist auch <, nicht transitiv. Dazu besuchen wir
das alte Beispiel und rechnen die AHy-Mengen aus:

AHo((g(no(w), ko) =1)-n) = {1}
AHy(w-n) = {w}
AHp(w*) = {w*}
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Es gilt also auch mit dem k( des Beispiels
(g(no(w), ko) — 1) - n <Ky w - N Ky ™.

Da die Normbedingung fiir (¢(no(w), ko) — 1) - n und w* weiterhin verletzt ist,
gilt somit nicht

(q(no(w), ko) — 1) - n gy w*.

Also ist <, nicht transitiv.

Die neue Relation hat aufserdem nicht die Eigenschaft, dal mit o < €2, auch
a <y Q41 gilt, vergleiche Lemma 2.5. Denn fiir o = 1 ist AHya <, AHy$2,, 11
falsch.

Im Beweis des nichsten Lemmas ist uns das folgende Sublemma hilfreich:
Sublemma 2.11

(@) no(a) < q(no(B),k) = no(r#a) < q(no(v#0), k)

(b)  no(a) < q(no(B),k) = no(Dua) < q(no(Duf), k)

(c) a<pf = AH,a<,AH,(B

Beweis

(a), (b) Beides folgt sofort mit Lemma 2.2(b).

(c) Dies beweisen wir durch Induktion nach o <, 5. Wir beachten dabei, daf
AH,a = {a} gilt, falls « eine additive Hauptzahl ist.

Das folgende Lemma werden wir in spéteren Kapiteln haufig anwenden.
Lemma 2.12

(a) 7#0 = 0y

(b) o< B = y#a<y v#B

(c) a<<,g) f = D, <<,(€l) D,

Beweis

(a) Da AH,0 = 0 ist, ist (a) klar.

(b) Wir beschrinken uns auf die Behauptung a <, = ~#a <pv#0.
Hieraus folgt die Behauptung durch Iteration. Mit einer Induktion nach a < (3
sehen wir

a<pfB = vy#a<pv#06.
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Dabei verwenden wir in allen Fillen die Multimengenvergleichsklausel. Wegen
AH,(v#a) = AHyUAH o gilt AH(v#a) <y AH;(v#/). Lemma 2.11(a) stellt
die Normbedingung sicher.

(c) Wir beweisen a <, — D,a < D, . Die Behauptung folgt wiederum
durch Tteration. Lemma 2.11(b) stellt hier die Normbedingung sicher. Durch
Induktion nach u zeigen wir D,a < D, [:

c u=p+1
In diesem Fall ist nichts zu zeigen.

. O<u<p
Nach Sublemma 2.11(c) gilt im Fall v = p auch AH,« <, AH,[3. Mit
der Induktionsvoraussetzung und Lemma 2.9(b) folgt D,a <; D, (.

e u=0
Es gilt die Normbedingung no(Dya) < q(no(Dyf3), k). Also folgt mit
Lemma 2.9(a) auch Dy <j Dof.

Ist u < I, so gilt AH,D,o = {D,a} <, {D.,f} = AH,D,(. Fiir u > [ ist
AHlDuOé = AHlOé Sk AHlﬁ = AHlDuﬁ

2.7 Kontexte

Spater werden wir einen Kalkiil mit (€2,,1)-Regel benutzen. Zur Formulierung
dieser Regel verwenden wir Terme mit einem Kontext. Der Einfachheit halber
nennen wir diese Terme im folgenden Kontert. Was das ist, werden wir nun
definieren. Sei id, die Identitdt auf der Menge der Ordinalzahlen, die kleiner
oder gleich €, sind.

Definition 2.13
Wir definieren die Menge K der Kontexte:

e id, € K & typ(id,) -=u & id,[a] ==«

© geEK = y#gec K & typ(v#yg) = typ(g) & (v#g)[a] := v#gla]
- ge K & v>typly = Dy € K & typ(Dvg) = typ(g) &
(Dyg)la] :== Dyglal]

Schreiben g[a], so sei immer implizit vorausgesetzt, daf o < §yy(0)+1 gilt. Im
folgenden seien f, g und h immer Kontexte. Punkt (a) des néichsten Lemmas
zeigt, daf die Kontexte zur <;-Relation passen.
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Lemma 2.14
(a) a<f = flo] < f[A]

(b) f[Qtyp(f)H] > Qtyp(f)Jr1

Beweis

(a) Durch Induktion nach f zeigen wir mit Lemma 2.12 und der Induktions-
voraussetzung das Gewdiinschte.

(b) Auch dies beweisen wir per Induktion nach f. Im Falle f = D, g beachten

wir v > typ(f).

2.8 Weitere Eigenschaften
Um das néchste Lemma zu zeigen, benutzen wir
q(m, k) +q(m, k) + 2 < q(m + 1, k).

Dies zeigten wir in Lemma 2.2(c). Hiermit konnen wir nun die folgende Behaup-
tung zeigen, welche wir im Beweis des Eliminationslemmas brauchen werden.

Lemma 2.15 o <o = Dy,o#Dpog < Dy

Beweis
Um die Normbedingung zu zeigen, nutzen wir oben zitierte Eigenschaft von ¢:

no(Dpap#Dypay) = no(ag) + no(ag) + 2
< q(no(a), k) + q(no(a), k) + 2
< q(no(D,a), k)

Aus oy < « folgt mit Lemma 2.12(c)
Dyoy <j, Dyor.

Fir | < p ist AH Dyay = AH|(Dpao#Dpap). Somit gilt mit der Additive-
Hauptzahl,-Klausel

D,oo# Doy L5 Dypor.

Sei DSO := 0 und Dzlfrl = DLDIO)O. 7Zu dieser kleinen Definition beweisen wir
ein kleines Lemma:
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Lemma 2.16 m <n — D;'0<; DJ0

Beweis
Nach Lemma 2.12(a) gilt

0y Dg_m().

Wenden wir m-fach Lemma 2.12(c) an, so sind wir fertig.

2.9 Tieferliegende Eigenschaften

Fiir das folgende Lemma ist es praktikabel, die Norm auf Kontexten zu defi-
nieren. Da die D,, Abkiirzungen fiir geschachtelte v, sind, macht es Sinn, mit
der Norm no die in einem Kontext f enthaltenen ¥, zu zéhlen: no(id,) := 0,

no(y#g) = no(7) + no(g), no(Dyg) := 1+ no(g).
Lemma 2.17

(a)  no(fla]) = no(f) + no(a)

(b)  no(f[0]) < q(no(f[Qu+1]). k)

(c) o(Do f[0]) < q(no(Do f[Qu+1]), k)

(d)  no(f[Duf[0]]) < q(no(f[Qur1]), k)

Beweis

(a) Das ist terratrivial.

(b) Dies folgt sofort mit (a) und der strengen Monotonie von g.
(c

(

3

) Das ist eine Folgerung aus (b).
) Wir bemerken zunéchst, daf no(D,«) = p—u+ 1+ no(«) ist. Mit Lemma
2.2(d) folgt dann:

no(f[Duf0]]) = no(f) +no(f)+p—u+1
< no(f)+no(f)+p+1
< q(no(f)+1,k)
= q(no(f[Qu]), k)

Lemma 2.18
(a) AH,a<,a«a

(b) a<Qu1<p & ac AH — a<;[3
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Bewezs
(a) zeigen wir durch Induktion nach a.

- a=0
Dieser Fall ist einfach.

. a=nr&+n
Nach Induktionsvoraussetzung gilt AH,£ <, &, also mit Multimengen-
vergleich auch AH,¢ <; & + n. Gleiches gilt fiir n. Damit ist AH,a =
AH,EUAH <& +1 = a.

e a=D,o
Hier sind zwei Falle zu unterscheiden:

e w<u
Nach Sublemma 1.11 ist AH,0 < Q,. Mit der Stufenklausel und
Sublemma 2.7 gilt daher AH,D,0c = AH,0 <}, D,0.

. v>Uu
Dann ist AH,D,0 = {D,0}.

(b) Falls 8 € AH ist, folgt die Behauptung sofort per Stufenklausel. Sonst
existiert £ € AH und ein n mit 8 =yr £ + 1. Da Q,;; additive Hauptzahl
ist, muf aufgrund von €2,,; <  zumindest der gréfte Summand von ( grofer
oder gleich €2, sein. £ ist nun eine additive Hauptzahl, so daf wir mit der
Stufenklausel auf a <; £ schlieffen, und mit Multimengenvergleich auf o <; £ +

n=p.

Lemma 2.19 o < Q1 & u <typ(f) = flo] <¢ f]Qut1]

Beweis
Wir zeigen die Behauptung durch Induktion nach f:

«  f=id,
Geméf Lemma 2.5 gilt av <j, 2,41, insbesondere also a <§ €2,,41.

- =y
Nach Induktionsvoraussetzung gilt g[a] <x ¢[Qy+1], mit Multimengen-
vergleich v#gla] < Y#g[Qy.1]- Ferner folgt unter Benutzung der In-
duktionsvoraussetzung:

AH(v#gla]) = AH;yU AHg[a]
Sk AHl’)/ U Ang[Qu—I—l] U AHZQ
= AH(v#9[Qu1]) U AHa
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f =D vd
Nach Definition der Kontexte gilt 0 < u < v. Mit der Induktionsvor-
aussetzung,

glo < g[Qus],
zeigen wir
D.gla) <k DoglQa]

durch Nebeninduktion nach v:

c u=p
Aus gla] < g[Qu+1] folgt zundchst AH,g[a] < AH,g[S2,+1] mit
Sublemma 2.11(c). Hiermit liefert uns Lemma 2.9(b) das Ge-
wiinschte: D,g[a] <i Dpg[Sly1]-

c u<v<p
Es reicht

AHvaJrlg[Q] <k Dvg[Qqul]

zu zeigen. Denn dann folgt mit der Nebeninduktionsvorausset-
zung Dy y19[a] <p Dyy19[Q11] und der Unerreichbarkeitsklausel
D,gla) <k Dyg[Quy1]- Nach Hauptinduktionsvoraussetzung wis-
sen wir
AH,D, 1g|a] AH,g|a]
v AH,g[Qu1] U AH,«
AH,D\y119[Q041] U AH, .
Sei v € AH,D,,1g[c]. Dann ist v eine additive Hauptzahl. Wir
unterscheiden drei Fille:
oy < Qui1. Wegen u+ 1 < o folgt v <g Dyg[Qy41] mit der
Stufenklausel.
o Qup < v <y AH,a. Mit Lemma 2.18(a) und wegen u+1 <
v folgt zunéchst v < AH,a < a < Q1 < Dyg[y41] und
hieraus mit Lemma 2.18(b) v <x D,g[11]-
o Qi < Y<K AH Dy 19[Q41]. Mit der Teiltermklausel
fOIgt Y <k Dvg[Qqul]'

A

Als néchstes zeigen wir die Behauptungen fiir die Koeffizientenmengen
AHlZ
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e l<w
Mit Sublemma 2.7 und der Induktionsvoraussetzung folgt:
AHD,gla] AHgla]
k Ang[Qu—I—l] U AHZQ
AHleg[Qqul] U AH[OZ

Al

. >
Eben sahen wir D, g[a] <y D,g[Q11]. Da AH;D,g[a] = {D,gla]}
und {D,g[Qu+1]} € AH,D,g[Q41] U AH,« gilt, sind wir somit
fertig.

Im Fall f = D,g des vorigen Beweises wird die Unerreichbarkeitsklausel ohne
Normbedingung angewandt. Hier 1dt sich die Kompliziertheit von «, nichts
anderes mift no(«), nicht kontrollieren. Dies ist der Grund, warum die Norm-
bedingung in der <,-Relation, Definition 2.3, nicht iiberall gefordert werden
darf.

Das folgende Lemma wird eigentlich nur fiir den Fall ¢ = f gebraucht. Der
Beweis erfordert die Verallgemeinerung. Dazu definieren wir

g C f = typ(g) =typ(f) & Fhe€ KVa <Q,g1(higla]] = fla).

Es gilt also auch f C f. Bevor wir jedoch zum Beweis des Lemmas schreiten,
beweisen wir ein Sublemma:

Sublemma 2.20

(a)  u<typ(f) = AH,f[0] <g Dy f[ Q1]

(b)  u<typ(f) = Duf[0] <t Dy f[Qus1]

() gCSf & typ(f) >v = AH,gla] C AH, f[a]
(d) AH,a <y Dy

Beweis

(a) Mit Lemma 2.14(a) folgt f[0] < f[Qus1], also AH,f[0] <x AH,f[Qu11],
und wie im Beweis von Lemma 2.9 ergibt sich sofort AH, f[0] <x D, f[Qu11]-
(b) Wir beweisen die Aussage durch Induktion nach v:

e wv=p+1
Nach Lemma 2.19 gilt f[0] <p f[Qu+1]-
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O<v<p+1

Teil (a) liefert AH, f[0] <y D, f[2,+1] und von der Induktionsvorausset-
zung erhalten wir D, 1 f[0] <g Dyi1f[Qus1]. Das ergibt zusammen mit
der Unerreichbarkeitsklausel D, f[0] <y D, f[Qy11]-

v=20
Hier gehen wir wie im vorigen Punkt vor und beachten zusétzlich Lem-
ma 2.17(c).

(c) Wir zeigen die Behauptung durch Induktion nach f:

f=y
Dieser Fall ist terratrivial.
[ =#h

Nach Induktionsvoraussetzung gilt
AH,gla) € AH,yU AH,hla] = AH,(v#h[a]).

f=Dh
Wegen der Induktionsvoraussetzung und [ > typ(f) > v folgt

AH,glo] C AH,hla) = AH, f[a).

(d) Sei v € AH, . Also gilt v <, AH,a« = AH, D, . Mit der Teiltermklausel
oder mit der Stufenklausel folgt das Gewdlinschte.

Lemma 2.21 typ(f) >u>v & gC f = AH,g[D.f[0]] <t Dy f[Qu+1]

Beweis
Wir zeigen die Behauptung durch Induktion nach g:

g=id, & l>u

Mit (b) und (a) des Sublemmas 2.20 folgt folgendes:
¢ uU="uv AHUDuf[O] = {Duf[o]} <k va[QU-H]
. u>v AH,D,f[0] = AH,f[0] < Dyf[Qusi]

g=Dh & Il >u>wv

Mit der Induktionsvoraussetzung gilt

AHleh[Duf[O]] = Ath[Duf[O]] <k va[Qqul]'
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© g=#h
Dies ist ausnahmsweise der interessante Fall. Wegen der Induktions-
voraussetzung und AH,(v#h[D, f[0]]) = AH,yU AH,h[D, f[0]] ist nur
AH,y <k Dy f[Qy11] zu zeigen. Dies ist mit Punkt (c) und (d) des vor-
angegangenen Sublemmas leicht einzusehen:

AHyy C  AH,yU AHh[Qyi]

= Ava[Qqul]
g Ava[Qqul]
<k va[Qu—i—l]

Der Gebrauch der Teilmengenrelation im letzten Beweis ist der <;-Relation
unbedingt vorzuziehen, da man letztendlich auf die <;-Relation schlieffen will,
welche nicht transitiv ist, wie wir weiter oben eingesehen haben.

Lemma 2.22
(a) l < typ(f) & AH[CY <k AHlﬁ — AHlf[oz] <k AHlf[ﬁ]
(b) I<typ(f) & y#h C f = AHy C AHf[f]

() I<u<typ(g) & AHa<, AHB & gC f
= AHg[D.flo]] <y AH, f[)]

Beweis

(a) Die Behauptung kénnen durch Induktion nach f zeigen. Im Fall f = D,g
beachten wir v > typ(f) > [ und Sublemma 2.7.

(b) Dies laft sich ebenfalls durch Induktion nach f zeigen. Der Induktions-
anfang f = ~#h ist einfach. Der Fall f = {§#g¢g geht fast genauso. Im Fall
f = D,g beachten wir v > typ(f) > [ und Sublemma 2.7.

(c) Wir zeigen die Aussage durch Induktion nach g:

© g = idiyy)
Dieser Fall folgt mit Sublemma 2.7 und Teil (a).

e g=D,h
Nach Definition von g ist [ < typ(g) < v. Sublemma 2.7 liefert in Kom-
bination mit der Induktionsvoraussetzung

AHyg[Duf[0]] = AHA[D, flo]] <, AH.f[5).



© g=n#h
Mit der Induktionsvoraussetzung und Teil (b) folgt

AHg[Dfla]] = AHpyUAHR[D,f|o]
<k AHyUAHf[f]
= AHf[F].

Satz 2.23 v <u <typ(f) <p = D,f[D.f[0]] <k Dy f[u+1]

Beweis

Wir beweisen zunéchst die Aussage fiir <; durch Induktion nach v. Geméaf
Lemma 2.19 ist f[D, f[0]] <k f[2u+1]. Damit ist der Induktionsanfang gezeigt,
v = p+1. Wir erhalten AH,D, 1 f[D.f[0]] = AH,f[D.f[0]] <t Dy f[Qus1] mit
Lemma 2.21. Zusammen mit der Induktionsvoraussetzung schliefen wir mit
der Unerreichbarkeitsklausel auf

Dy fIDuf[0]] < Dy f[Qusa],

wobei im Falle v = 0 Lemma 2.17(d) und Sublemma 2.11(b) zu beachten sind.
Letztere stellen auch die Normbedingung fiir <, sicher. Fiir [ > v gilt mit dem
eben gezeigten

AHlef[Duf[O]] = {va[DUf[OH} Sk‘{va[Qqul]} = AHlef[Qqul]-

Fiir | < v gilt wegen | < u < typ(f) und AH,0 = () <;, AHQ,,; mit Lemma
2.22(c)

Damit haben wir den vermutlich schwersten Brocken bewiesen.

2.10 Einige langsam wachsende Funktionen

Ein Tupel von Ordinalzahlen «y, ..., a, schreiben wir (aq, ..., ;). Letzteres
nennen wir einen Abstieg entlang <, der Lange n, falls

Ay <p ... <p Qg
gilt. Fiir eine abzdhlbare Ordinalzahl o sei

Ty ={(ag,...,n) @y <p...<pap=a}
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die Menge aller Abstiege von «.. Die Menge T, ist ein Baum mit der Wurzel («).
Da zum einen mit « auch alle anderen Ordinalzahlen im Baum T, abzihlbar
sind und zum anderen fiir jedes v die Menge {3 : 8 <y~ < €} endlich ist, denn
fiir § und v mit G <,v < € gilt die Normbedingung, ist der Baum endlich
verzweigt. Der Baum ist fundiert, da wir entlang Ordinalzahlen absteigen und
diese fundiert sind. Also folgt mit dem Lemma von KONIG, daf der Baum
T, endlich ist. Mithin ist die néchste Definition sinnvoll und die definierte
Funktion wohldefiniert.
Definition 2.24 Fiir o < € definieren wir wie TOSHIYASU ARAI in [1]

Gra = max{n € w: Jag,...,an(, <p...<pap =)}
die Lénge des lingsten Abstiegs entlang <.

Fiir endliche Ordinalzahlen, also fiir natiirliche Zahlen, stimmen <, und <
mit < iiberein, wie wir nun sehen werden.

Sublemma 2.25

(a) m<n <= m<gn

(b) m<n <= m<in

Beweis

(a) Zerlegen wir m = 1#...#1#0...#0 in n Summanden, so folgt wegen
0 <t 1 mit dem Multimengenvergleich m < n. Die Riickrichtung ist trivial.
(b) Die strenge Monotonie von ¢ ergibt

m < q(m, k) < q(n, k)

und somit die geforderte Normbedingung. Auferdem ist AH;m = {19,0}. Dies
trifft fiir alle natiirlichen Zahlen zu. Also folgt mit (a) die Behauptung. Wie-
derum ist die Riickrichtung trivial.

Lemma 2.26 Fir o < Q; und 8 < Qq gilt:
(a) a<pf = Gra < Gpp
(b) Oé<<kﬁ — GkOé <k Gkﬁ

Beweis
(a) Sei n = Ga. Dann gibt es «y, ..., a, derart, daff

g <po. . <po, =a<

gilt. Also ist Gra < Gi.[.
(b) Mit obigem Sublemma und Teil (a) folgt das Geforderte sofort.
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3 Einige Theorien iterierter induktiver
Definitionen

3.1 Die Sprache £

Folgende Zeichen bilden die Grundlage der erststufigen Sprache L:

«  Logische Zeichen

«  Junktoren - A V
*  Quantoren V 3

« abzdhlbar viele Zahlenvariablen x xg x1 y y1 y2 ... 2
«  Hilfszeichen ()

«  Nichtlogische Zeichen

« ein Konstantenzeichen 0
« ein einstelliges Funktionszeichen S

«  Prédikatszeichen fiir alle primitiv-rekursiven Pridikate, unter ih-
nen = und <

Die Menge der L£-Terme ist die kleinste Menge, die das Konstantenzeichen 0
und alle Zahlenvariablen enthélt und die unter dem Funktionszeichen S abge-
schlossen ist. £-Terme bezeichnen wir mit s, t, ¢y, t; . . . Die besonders wichtigen
L-Terme 0,S0,SS0... heiken Numerale. Um diese in Formeln zu bezeichnen,
werden wir kleine lateinische Buchstaben wie etwa u, v, 7,n, m ... verwenden.
Treten diese Zeichen im Text oder als Herleitungstiefen auf, so meinen wir
damit die dem zugehorigen Numeral entsprechende echte natiirliche Zahl.

Ist R ein n-stelliges Pridikatszeichen, so bezeichnen wir die Formeln der Ge-
stalt Rty ...t, und ~Rt, ...t, als arithmetische Primformeln.* Solche Formeln
nennen wir wahr, falls sie im Standardmodell giiltig sind, und falsch, falls sie
nicht wahr sind. Die Menge der £-Formeln sei die kleinste Menge, die alle

!Da die primitiv rekursiven Pridikate unter Negation abgeschlossen sind, hitten wir auf
Formeln der Gestalt —Rt; ...t, verzichten konnen. Im nachsten Abschnitt ist es aber
notwendig, zwischen positivem und negativem Auftreten einer Primformel unterschei-
den zu konnen. Deshalb ist es hilfreich, die Primformeln auch syntaktisch unter dem
Negationszeichen abgeschlossen zu wissen.
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arithmetischen Primformeln enthélt und desweiteren unter Konjunktion, Dis-
junktion und Quantifizierung abgeschlossen ist. £-Formeln bezeichnen wir in
der Folge mit grofen lateinischen Buchstaben wie etwa A, Ag, A1, ..., B, C oder
F.

Mit —A meinen wir die Formel, die aus A entsteht, wenn wir A und V, V und
3, Rty ...t, und —Rt; ...t, vertauschen. Ferner verwenden wir als Abkiirzung
fiir ~A V B die Schreibweise A — B, sowie A < B fiir (A — B) A (B — A).

3.2 Die Sprache Lp

Sei nun X eine einstellige und Y eine zweistellige Priadikatsvariable. £(X,Y)
ist die Sprache L erweitert um diese Pradikatsvariablen. Eine positive Ope-
ratorform ist eine £(X,Y)-Formel 2A(X,Y,y,z), deren einzige freie Variablen
X,Y,y und x sind, und in der die Variable X nur positiv auftritt.?

Die Sprache Lp erweitert L fiir jede positive Operatorform 2 um eine zweistel-
lige Pradikatskonstante P* und um eine dreistellige Pridikatskonstante P2.
Mit grofen griechischen Buchstaben wie etwa I' und A bezeichnen wir endliche
Mengen von £ p-Formeln. Abkiirzend stehe I', A fiir TU{A} und ', A fiir TUA.
Ferner sei —I' die Menge der negierten Formeln aus I'.

3.3 Ein Herleitungskalkiil im TAIT-Stil

Formeln und Axiome seien ab diesem Punkt immer £,p-Formeln. Die Herlei-
tungsrelation definieren wir schnittfrei im TAIT-Stil. Es gelte - I' genau dann,
wenn einer der folgenden Fille gilt:

(Ax) —=A,AeTl

(A)  AgANA; €T und FT A firallei e {0,1}

(V) AgVA €T und FT, A fireini e {0,1}

(V) VzA €Tl und T, A und z erscheint nicht frei in T
(3) dzA el und T, A,(>%)

Dabei sei A, (t) die Formel, die sich aus A ergibt, wenn wir alle freien Auftreten
von x in A durch t ersetzen. Variablen einer Formel, die nicht durch einen
Quantor gebunden sind, heiflen fres.

2In F tritt X nur positiv auf, falls I’ keine Teilformel der Gestalt Xt hat.
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3.4 Die Theorie PA

Theorien wollen wir als Menge der zugehorigen mathematischen Axiome auf-
fassen. Formuliert in der Sprache £,p umfafst die PEANO-Arithmetik, kurz PA,

« die definierenden Axiome fiir die primitiv rekursiven Pradikate, unter
diesen auch die fiir = und <, vergleiche [7],

«  Va(=0=Sx),
«  VaVy(Sx =Sy — x =y) und
«  fiir alle Formeln A die Formel A,(0) A Vx(A — A,(Sx)) — VzA.

3.5 Die Theorie GID,

Wir verwenden zur Definition der stirkeren Theorie folgende Schreibweisen:
- P% .= P
° P<28[t0t1 = P%Stotl
C o A(X.2) = AKX, P s,2)

Die Theorie GID, erweitert PA um folgende Axiome:
(P*1)Va (A, (P, ) — P%z) fiir alle v

(P22)\Vo(U,(Fu(+),z) — F) = Va(Pz — F) fiir allev < p— 1
und alle £,p-Formeln F

(P23)VaoVar (Phzory < xo < v A P2 xy) fiir alle v

Den Theorien PA,IDq,ID, ... entsprechen also GID;, GIDs, GIDs.. . .
Wir sagen, eine Formelmenge I' ist in GID,, herleitbar, abgekiirzt GID, - T,
wenn es eine endliche Teilmenge A von GID, gibt mit - -A,T".
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4 Das infinitire System GID,*

Indem wir zur Sprache £,p eine neue Préidikatsvariable N hinzufiigen, erhalten
wir die Sprache £,p(N). Fiir geschlossene Formeln dieser Sprache werden wir
das infinitdre System GID,® formulieren.
Die folgenden Definitionen nutzen aus, dak alle Formeln in negativer Normal-
form! sind.
Um in der unten verwendeten Schnittregel die Komplexitit der Formeln zu
messen, definieren wir die Lange |F'| einer Formel F:

« |A]:=|-A4]| =0, falls A eine arithmetische Primformel ist.

s |Nt] = |=Nt| = |P%st| := |- P¥st| =0

* |Pi‘8t0t1| = |_|Pil$t0t1| =1

« |AAB|:=|AV B|:=max{|A|,|B|}+1

o |VzA| = |FzA| = |A] +1
Ahnlich wie bei der Schnittregel miissen wir die Formeln fiir die Formulierung
der (£2,.1)-Regel sortieren. Hier interessiert uns der untere Index der verwen-
deten Fixpunkte P*. Zu v < p definieren wir wie folgt Formelmengen Pos,:

«  Arithmetische Primformeln und Formeln Nt gehéren fiir alle v zu Pos,,.

« Fiir 0 < v seien Formeln =Nt in Pos,,.

+  Fiir u < v seien Formeln P%t, P2t5t; und —=P2tt; in Pos,.

«  Fiir u + 1 < v seien Formeln —P%¢ in Pos,,.

« Mit A und B sind auch AA B, AV B, VzA und 3z A in Pos,,.

Definition 4.1 Die folgenden Schliisse bezeichnen wir als Grundschliisse:

(A)  Ag, A Ag N Ay

!Eine Formel F ist in negativer Normalform, wenn das Zeichen — in F nur direkt vor
solchen Teilformeln steht, die Primformeln sind.
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J)  A.(n)F3dzA
V) (As(n))new - VoA
P%) P¥nt P2jn fiir j <u

-P%) —|P?[n F=P2jn fiir j <u

U

(
(
(
(

Ist (A;)ier F A ein Grundschluf, so gilt Vi € I(|A;] < |A|). Dies wird im Re-
duktionslemma ausgenutzt. Fiir die Formel, die aus A entsteht, wenn wir alle
Quantoren mit der Pridikatskonstante N beschrinken, schreiben wir AY.

Definition 4.2 Die folgenden Schliisse bezeichnen wir als Induktionsschlisse:
(N) n=0V(n=SmANm)FNn
(P NnAAY (P2 n)F Pln

Ist (A;)ier F A ein Induktions- oder ein Grundschluf, so sind mit A auch alle
A; in Pos,. Dies wird im Kollabierungslemma und in Lemma 6.4 ausgenutzt.
Mit A = B meinen wir, da A und B fiir dieselbe Formel stehen.

Fiir u < p sei folgendes definiert:

R N firu=0
TP fitu=v+1

Definition 4.3 k}%T" gelte genau dann, wenn einer der folgenden Fille zu-
trifft:
(Ax1) A€T & A € {wahre arithmetische Primformeln} U {-=P%jn : u < j}
(Ax2) =R,n,Ryn €T
(Bas) (A;)ies - A ist ein Grundschluk & A €T
& es gibt ap <y a mit Vie I(k[22T, A;).
(Ind) (A;)ier - A ist ein Induktionsschluf & A el
& es gibt ap <y a mit Vi€ I(k[22T, A,).
(Cut) Es gibt ap <" @ mit k[T, ~C & k9T, C & |C] < m.

(Qu41) Es gibt f € K mit typ(f) = u < p derart, daf die folgenden
drei Bedingungen erfiillt sind:

(1) a = f[Qu—I—l]

2) kY1 R,n

(3) Vv <QuiVAC Pos,(k2A, Ryn = kPILA T)
(<) Es gibt ap <" o mit kf2oT.
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5 Schnittelimination und Kollabierung

Das Antezedenz der in diesem Kapitel zu beweisenden Aussagen enthélt stets
eine Formel der Gestalt

sy

Wir werden die Behauptungen jeweils mit einer Induktion nach der Herlei-
tungstiefe a beweisen. Um also die Induktionsvoraussetzung anwenden zu kon-
nen, reicht es, zu einem oy < « zu gelangen. Im Falle eines (€2,1)-Schlusses
diirfen wir die Induktionsvoraussetzung anwenden, da aus Lemma 2.19

v < Qi = ] < f[Qurd]
folgt.

Lemma 5.1 (Strukturschluf) k2" & m<n & TCA = k}O‘T#ﬁA
Beweis durch Induktion nach «

«  (Ax1), (Ax2). Diese Fille sind klar wegen I' C A.

«  Da geméf Lemma 2.12(b) g <<,(€l) a = ap#f <<,(§l) a#3 gilt, fiilhrt in
den iibrigen Féllen die Induktionsvoraussetzung zum Ziel. Bei (2,41)
ist zu beachten, daf bei gegebenem Kontext f auch S#f ein Kontext
ist.

Lemma 5.2 (Inversion) Sei (A;);c; b A einer der Grundschlisse (N), (V)
oder (—P%). Dann gilt:

k}%F,A — Vie](l@}%F,Ai)
Beweis durch Induktion nach «

« Ist A die Hauptformel des letzten Schlusses, so war letzterer ein (Bas)-
Schluf. Aus den Pramissen Vi€ I(k}%2T, A;) folgt wegen o < a mit
einem (<)-Schluf die Behauptung.

«  Sei A nicht die Hauptformel. Da mit v < Q.1 auch f[y] < f[Qu.11] gilt,
ist im Fall (€2,41) wie auch in allen anderen Féllen die Induktionsvor-
aussetzung anwendbar, womit sich das Gewiinschte sofort ergibt.
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Lemma 5.3 (Reduktion) Sei C eine Formel der Gestalt AV B, xA, P2 jn,
—P%n, =Nn oder eine falsche arithmetische Primformel und ferner |C| = m.
Dann gilt:

ERED,C & kA -C = kI*22T A

Beweis durch Induktion nach «

(Ax1). Falls £} T, C wegen (Ax1) gilt, gilt auch k:}a—fff, A, da C nicht
die fiir (Ax1) relevante Formel sein kann.

(Ax2). Falls k[T, C' wegen (Ax2) gilt, gilt entweder auch k:}O‘T#ﬁF,A
wegen (Ax2) oder aber —=C' € I'. Gilt letzteres, so folgt k}O‘T#ﬁF,A aus
k}%A, =(C' mit einem Strukturschluf.

(Bas). Sei (A;)ier - A ein Grundschluf mit A € I'U{C'}. Ferner existiere
ein o < a mit Vi € I(k}°2T", C, A;). Mit der Induktionsvoraussetzung
folgt dann

(1)  VieI(kf£5T A A).

Falls A € T ist, so folgt wegen aog#05 < a#3 aus (1) mit (Bas) so-
fort k}a—ffF,A. Im Falle von A ¢ T', wenn also A = C gilt, ist der
Grundschluf entweder (V), (3) oder (P?) gewesen. Dann hat I nur ein
Element, etwa 0. In diesem Fall folgt mit dem Inversionslemma aus

kA -C

kE-A - A
und mit einem Strukturschluf ferner
(2) kLT A A,

Da nun |Ay| < |C| < m ist, folgt k}O‘T#ﬁF,A mit (Cut) aus (1) und (2).

In den iibrigen Fillen kann C' nicht Hauptformel sein. Die Behauptung
ergibt sich jeweils direkt aus der Induktionsvoraussetzung unter Be-
riicksichtigung von oy <<,(€l) a = qp#f <<,(€l) a#, vergleiche Lemma
2.12(b). Bei (£2,41) beachten wir, dal mit f auch S#f ein Kontext ist,
sowie dak wegen v < Q,11 = f[v] < f[Qus1] die Induktionsvoraus-
setzung anwendbar ist.

Lemma 5.4 (Elimination) k45T = k}%lﬂ

Beweis durch Induktion nach «
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(Ax1), (Ax2). Hier ist nichts zu zeigen.

(Bas). Nach Lemma 2.12(c) gilt mit ay <), o auch Dyag <, Dp(cr). Da-
mit folgt die Behauptung durch Anwendung der Induktionsvorausset-
zung und (Bas).

(Ind). Mit oy <<§§3) a gilt auch D,y <<§€3) D, und somit folgt die Be-

hauptung mit der Induktionsvoraussetzung.

(Qu41). Fiir ein f € K mit typ(f) = u < p gelte « = f[Q,41] und
k%F,Run und auferdem l{:}T{L[—ﬂA,F fiir alle v < Q,,1 und A C
Pos, mit k{TA, Ryn. Wegen v < Qup1 = fly] < [[Quq] folgt
mit Induktionsvoraussetzung k:}D"Tf[O]F,Run und k}%MA,P fiir v <
Qui1 und A C Pos, mit kiFA, Ryn. Weil typ(f) = v < p ist, gilt
D,f € K. Weil zudem auch D, f[Q2,,1] = Dy« ist, folgt mit (€2,,) die
Behauptung.

(<). Hier benutzen wir die Induktionsvoraussetzung und die Tatsache
ap <o = D,y <, Dy, vergleiche Lemma 2.12(c).

(Cut). Fiir diesen Fall haben wir das Reduktionslemma. Sei cvg <, o und
gelte k2001, =C und k25T, C mit |C] < m + 1. Aus der Indukti-
onsvoraussetzung folgt k}%lﬂ -C und k}%n C. Falls |C| < m ist,
folgt die Behauptung mit (Cut) unter Beachtung von D,an <j D,
vergleiche Lemma 2.12(c). Falls |C| = m ist, erfiillt C' oder =C' die Vor-
aussetzung des Reduktionslemmas. Es ergibt sich k }WF, woraus
sich wegen D,co#D,00 <) Dy, vergleiche Lemma 2.15, mit (<) die
Behauptung ergibt.

Lemma 5.5 (Kollabierung)

(a)
(b)

kgL & T C Pos, = k}%l“

T & a<Q = kj%er

Beweis
(a) Wir beweisen die Behauptung durch Induktion nach a.

(Ax1), (Ax2). Die Axiome stellen keine Anforderungen an die Herlei-
tungstiefe.

(Bas), (Ind). Fiir einen Grund- oder Induktionsschluff (A4;);e; F A sind
mit A auch fiir alle 7 € I die A; in Pos,. Deshalb ist die Induktionsvor-
aussetzung anwendbar, und mit Lemma 2.12(c) und erneut (Bas) oder
(Ind) folgt die Behauptung.
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«  (Cut). Da der Schnittrang gleich Null ist, kann der letzte Schluf kein
Schnitt gewesen sein.

« (k). Wegen ag<ya = D,ap < D,a folgt mit (<) die Behaup-
tung aus der Induktionsvoraussetzung.

*  (Qu41). Dies ist der interessante Fall: Gelte a = f[€,1] fiir ein f € K
mit typ(f) = u < p, k}%l“, R,n und

(1) Yy <QuuVAC Pos, (kLA Ryn = EHILAT).

Wir unterscheiden zwei Fille: Entweder ist u < v, sodak I', R,n C Pos,
und I', A C Pos, fiir A C Pos, ist und somit nach Induktionsvoraus-
setzung k:}D”Tf[O]T,Run und k}%MA,T fiir v < Q441 und A C Pos,
mit kTA, Ryn. Da typ(f) = u < v gilt, ist D,f ein Kontext. Weil
D, f[Qui1] = D, ist, folgt die Behauptung mit (£2,.1). Oder aber es
gilt u > v. Wegen I', R,n C Pos, folgt mit der Induktionsvoraussetzung
fiir v statt fiir v diesmal k:}D“Tf[O]T, Ryn. Wegen I C Pos, C Pos, wen-
den wir hierauf (1) an und erhalten k}%l". Wegen D, f[0] < Q41
ist f[Dy,f[0]] < f[Qus1] = @, und somit ergibt eine erneute Anwendung
der Induktionsvoraussetzung k}WF. Hieraus folgt mit Satz 2.23

D, f[Q .
k ”f[o ut1] I', was zu beweisen war.

(b) Wir beweisen die Behauptung durch Induktion nach a. Da o < € und der
Schnittrang Null ist, enthélt die Herleitung keinen (€2, 1)-Schluf und keinen
Schnitt, vergleiche Lemma 2.14(b). Im Falle eines Axioms ist nichts zu zeigen
und in den verbleibenden Fillen folgt die Behauptung mit der Induktionsvor-
aussetzung, Lemma 2.26(b) und (<).
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6 Einbettung von GID, nach GID;®

Die Ordinalzahl 1 := D}0 sei das Ergebnis der [-fachen Anwendung von D,
auf 0. Der Beweis des Tautologielemmas bedarf der folgenden Aussagen, die
in Lemma 2.16 bewiesen wurden:

s m<n = MmN

- U< 1<2<. ..
Der Schluf von k{°>A auf k}>-A V B, ein V-Schluf, erfordert zwei Schritte:
Zuerst fiigen wir per Strukturschluf die Formel A V B hinzu und schliefen
dann mit (Bas). Gleiches gilt fiir die iibrigen Grund- und Induktionsschliisse.
Im folgenden werden wir solch einen Strukturschluf der Kiirze halber unter-
schlagen.

Lemma 6.1 (Tautologie)

Ist F' eine Formel ohne freie Variablen und | = |F| ihre Ldnge, so gilt
KEL-F, F.

Beweis durch Induktion nach der Lénge der Formel F

Wir unterscheiden drei Fille:

e [=0

Entweder ist die Formel /' eine arithmetische Primformel, F oder —F
ist wahr und k}g—F, F folgt mit (Ax1), oder aber F' oder —F hat die

Gestalt Nn oder Pn, und kfg—F, F folgt mit (Ax2).

« [>0
Es gibt sechs Fille. Da jeweils zwei symmetrisch sind, betrachten wir
nur drei:
e F= Pu n

Falls u < j ist, folgt k:}%—'F, F mit (Ax1). Sonst gilt wegen (Ax2)
k}— 2 in, P2 jn, Pf-‘n, ﬂPJQ-‘n,
und aus j < u folgt mit (P%) und (—P%)

kj}__‘ ujn7 <u]n
Wegen |P%jn| = 1 ist das die Behauptung.
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F=AvVBEB
Sei a := |A] und b := |B|. Nach Induktionsvoraussetzung gilt
dann

k22—A, A und kP22-B, B.

Sei ohne Einschrinkung a < b. Falls a # b ist, so vergrofern wir
die Herleitungstiefe 2a mit (<) zu 2b. Mit (V) folgt jeweils

+1 2b+1
kPEEL-A, AV B und kP5-B, AV B,
woraus sich mit (A)
212
k= —-AN-B,AV B
ergibt, was der Behauptung entspricht.

F =3zA
Sei a := | A|. Nach Induktionsvoraussetzung gilt fiir alle n

k122 A, (n), Ay(n).
Mit (3) folgt fiir alle n

k}@—uﬁlx(n), dzA

und hieraus mit (V)
2y - A, 3 A,

was dem Gewiinschten entspricht.

Lemma 6.2 (Falsch)
Ist A eine falsche arithmetische Primformel, so gilt:

KeT, A = kjaT

Die Behauptung folgt durch eine einfache Induktion nach a. Weil eine falsche
arithmetische Primformel niemals Hauptformel ist, ist die Anwendung der In-
duktionsvoraussetzung der Schliissel zum Erfolg.

Lemma 6.3 (V-Inversion) k|, AV B = k5l A, B

Eine einfache Induktion nach « fithrt uns zum Ziel.
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*  (Axl), (Ax2). In diesen Fillen gilt auch k}5I', woraus wir mit einem
Strukturschlufs die Behauptung erhalten.

- (Bas), (Ind). Sei zunéchst A V B nicht die Hauptformel des letzten
Schlusses. Dann folgt die Behauptung mit der Induktionsvoraussetzung.
Ist AV B die Hauptformel des letzten Schlusses, so war dieser ein (V)-
Schluf, und es gab ein ay <« derart, daf entweder k[-I', A oder
EF-T', B galt. In beiden Fillen liefert ein Strukturschluf und (<) die
Behauptung.

«  (Cut). Ein Schnitt kann nicht vorliegen, da der Schnittrang Null ist.

* (1), (k). In diesen Fillen folgt die Behauptung mit Hilfe der In-
duktionsvoraussetzung.

Sei F fiir den Rest des Kapitels eine Formel mit genau einer freien Variablen
x und der Lange [ = |F|. Fiir eine natiirliche Zahl u < p sei die Formelmenge
0, wie folgt definiert:
0 {=F,(0), Vo(Nx — (F — F,(Sz)))} firu=20
Ve (N — (AN (Fu(+),x2) — F))} firu=v+1
Zu gegebener Formel A nennen wir A* die Formel, die entsteht, wenn wir alle

Auftreten von R, durch F,(-) ersetzen. Auberdem sei {A;, ..., A,}* die Menge
{A5,... AL}

Sublemma 6.4 Sei AU Ay C Pos, und v < 1. Dann gilt:
RREA Ay — KEELA 0, A;

Beweis durch Induktion nach ~

(Ax1) Ist A die Formel =P%jn mit v < j oder eine wahre arithmetische
Primformel und ist A in A, A, so insbesondere in A, 8,,, A§.

(Ax2) Nach Definition von R,n ist =R,n nicht in Pos,. Falls =A und A in
A UAy C Pos,, kann somit weder —=A noch A die Formel R,n sein. Also gilt
—AAe A6, A

(Bas) Sei (A;)ier F A ein Grundschluf, o<,y und A € A U Aj. Somit
ist A in Pos,, insbesondere sind auch alle A; in Pos,. Also ist fiir i € [
die Induktionsvoraussetzung auf k[-A, Ay, A; anwendbar. Wir unterscheiden

zwel Falle:

- AcA
Nach Induktionsvoraussetzung gilt fiir alle 2 € T

k:}é\lLO’WA’ Aia eua AS’

woraus wir mit (Bas) das Geforderte erhalten.
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Ae
Die Induktionsvoraussetzung liefert uns fiir alle s €

EPER A 6, A, AT,

und somit folgt mit (Bas) die Behauptung, falls auch (Af);c; F A* ein
Grundschluf ist. Letzteres ist der Fall, da A und alle A; in Pos, sind.

(Ind) Sei o <<,(€3) ~v. Also existieren ~; und -5 mit

é\l+’70<<ké\l+’71<<ké\l+’}/2<<k§l+’y.

Entlang dieser Kette werden wir in ein paar Zeilen das Geforderte herleiten.
Wir betrachten die beiden moglichen Induktionsschliisse getrennt:

Gelte zunéchst
(1) EFFAn=0V(n=5mANm),A,.

Wie schlossen auf k[TA, Ag, Nn. Falls Nn € A ist, so folgt mit der
Induktionsvoraussetzung, wobei wir n = 0V (n = Sm A Nm) zu A
zéhlen, und (Ind) die Behauptung.

Sei Nn € Ag. Ist R, # N, so gehen wir wie im Fall Nn € A vor. Sei
also R, = N und somit Fj(n) € Aj. Das Tautologielemma liefert uns

Ein Strukturschluf macht daraus wegen F,.(n) € A
(3)  KIEA, 0, A5 ~Fy(n).

Wir unterscheiden drei Falle:

e n#F0 & n#EFm+1
Wenden wir V-Inversion und das Inversionslemma auf (1) an,
so ergibt das k-A, Ag,n = 0,m = Sm. Dan # 0 und n #
m + 1 gilt, folgt dann mit dem Falschlemma k}-A, Ay, woraus
wir mit der Induktionsvoraussetzung und anschliefendem (<)
die Behauptung erringen.

« n=0
Aus (2) folgt wegen —F,(0) € 6, und F,(0) € A} mit einem
Strukturschlufs die Behauptung.
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n=m++1

Dieser Fall ist der eine Grund, daf ein (Ind)-Schluf drei Schritte
kostet. Fiir (1) liefern uns V-Inversion, das Inversionslemma und
das Falschlemma & }'Y—S)A, Ag, Nm. Wenden wir hierauf die Induk-
tionsvoraussetzung zweimal unterschiedlich an, so haben wir

(4)  kPERA Nm,0,,A;

und

(5)  kPERA 0, A Fo(m).

Mit einem (A)-Schluf ergeben (3) und (5)
k}h()“A, Ou, Ay, Fry(m) A = F(n),

ein weiterer mit (4) liefert
BEERA 6, A2 Nm A Fy(m) A =Fy(n).

Ein abschliefender (3)-Schluf fiihrt zum Ergebnis,
FPELA 0, A, —~Va(Ne — (F — F,(Sz))),

denn die letzte Formel ist in unserem Fall in 6,,.

Gelte jetzt

(6)

KPS A, Ao, Nn AL (P2, n).

Wie schlossen auf k[EA, Ay, P2n. Wir betrachten drei Falle:

w+1#u

In dieser Situation kann R, nicht P% sein und ohne Umwege folgt
kEEOA 6, Ay, Nn A AN (P2, n) aus der Induktionsvorausset-
zung und dann mit (Ind) die Behauptung.

w+l=u & PneA

In diesem Punkt folgt wie im vorangegangenen die Behauptung
mit der Induktionsvoraussetzung und erneutem (Ind).

w+l=u & P¥nel,

Dieser Fall ist der andere Grund, daf ein (Ind)-Schluf drei Schrit-
te kostet. Statt P%n ist nun F,(n) in A}. Somit ergeben das
Tautologielemma und ein Strukturschluf

(1) kLA, 0, Af, —Fy(n).

Wenden wir die Induktionsvoraussetzung und das Inversionslem-
ma auf (6) an, so bekommen wir

8)  kPHRA 6, A5 Nn
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und, da 2 eine £(X,Y)-Formel ist,
(9) l{:}hom)A,@u,A(’;,ng(Fx(-),n).
Aus (7) und (9) folgt mit (A)

REEA, O, AL AN (Fo(+),n) A =Fy(n),
woraus wir mit (8) und erneutem (A)

REE2 A 6, A5 Nn ALY (Fy(),n) A ~Fy(n)
erhalten. Mit einem (3)-Schlu® folgt

KPHLA 0, AL, ~Va(Ne — QY (F(),2) — F)),
welches das gleiche wie k}%A, O, A} ist.

(Qu+1) Sei f ein Kontext, so dak v = f[Q,11] ist. Gelte kLA, Ay, R,n und
KHELT, A, Ay, falls § < Q11, T C Pos,, und kT, R,n gilt. Da y < Q1 ist,
folgt mit Lemma 2.14(b) w < u, insbesondere R,n € Pos, C Pos,. Ferner
gilt mit I' € Pos, auch I' € Pos,. Die Induktionsvoraussetzung ist somit

anwendbar, und es folgt £2L LA 6, Aj, R,n und, falls 6 < Q.1 T C Pos,,
und k 18T, Ryn gilt, auch kP2 A 6, Aj. Mit einem (Q,,11)-Schlug folgt,
da 20 + f auch ein Kontext ist, das Verlangte.

(Cut) Ein Schnitt kann wegen des kleinen Schnittranges nicht vorliegen.
(<) Dieser Fall ist auf gut Englisch gesagt straightforward.

Im Beweis des nichsten Lemmas kommt das soeben bewiesene Sublemma zum
Einsatz. Wir werden es nur fiir Ag = {R,n} anwenden. Die kompliziertere
Formulierung machte es moglich, bei Anwendung der Induktionsvoraussetzung
R, in mehr als nur einer Formel in F,(-) umzuwandeln.

Lemma 6.5 £ }ﬂo““eu, -R,n, F.(n)

Beweis R
Sei f der Kontext 2/ + id,, wobei id,, wie vorher definiert, die Identitidt auf
den Ordinalzahlen ist, die kleiner oder gleich €, sind. Nach (Ax2) gilt

k }@HU, —Ryn, F,(n), Ryn.
Auflerdem zeigte das vorhergehende Sublemma, es gilt R,n € Pos,,

Vy < Q1 VAC Pos, (kLA Ryn = kHDLA 6, F,(n)).
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Mit einem simplen Strukturschluf fiigen wir dem letzten Teil die Formel =R, n
bei,

Vy < Q11 VA C Posy (kT A, Ryn = k}%A, Ou, " Ryn, Fp(n)).

Damit haben wir nun exakt die Voraussetzungen fiir den (£2,,1)-Schluf, der
genau auf diesen Moment gewartet hat. Dies ist die Stelle, fiir die er in den
Kalkiil aufgenommen wurde: Einmal angewendet liefert er das Gewiinschte.

Die Ordinalzahl ¢ definieren wir als
Li=Qp + .+ Q.

Die Herleitungen im Beweis des folgenden Lemmas geschehen entlang der Kette
ﬁ+L<<kn/+\1+L<<kn/+\2+L<<k...

Lemma 6.6
Fiir jedes mathematische Aziom A wvon GID,, bei dem die freien Variablen
beliebig mit Numeralen besetzt seien, existiert ein | derart, dafs

btz 4
gilt.
Beweis

- A= B,(0) AVx(B — B,(Sz)) — V2B [Induktionsschemal
Sei F':= BY und [ = |F|. Fiir u = 0 liefert uns Lemma 6.5

kPELSFL(0), Vo (N — (F — F,(Sz))), ~Nn, F,(n)
fiir alle n. Zweimal (V) und einmal (V) ergeben

e 2l+30+91 -F,(0), -Vz(Nz — (F — F,(Sz))),Vz(Nx — F).
Vier weitere (V) lassen dies zu

kIZEEEUE (0) AVa(Na — (F — Fy(Sx))) — Yz(Na — F)

werden. Mit (<) wird Q; zu ¢.
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A =V (A, (P z) — P%x) fiir ein v [P*.1]
Sei | = |AY(P* x)|. Zunichst liefert uns das Tautologielemma

REL-2AY (P, n), 4 (PY, n).

Nach (Ax2) gilt ferner
k:}%—'N n, Nn,

woraus sich mit (A)
kLN, ~2Y (P2, n), Nn A 2 (P2, n)

ergibt. Dies ist die Voraussetzung fiir einen (P?)-Schluf:
k@—']\m, AN (P2 n), Pn

Ahnlich zum vorigen Fall ergeben viermal (V) und einmal (V)
KL (No — (2N (PY, x) — P2a)).

Mit (<) ergénzen wir schlieflich ein ..

A =Va(A,(B,(-),z) — B) — Vo(P*z — B) fiir ein v < p — 1 [P%.2]
Sei I := BY und [ = |F|. Unser Ausgangspunkt ist das Ergebnis von
Lemma 6.5 fiir u = v 4 1. Fiir alle n gilt

k:}LJr%““ 0., —|P§‘n, F.(n).

Ein Strukturschluf bereitet den beschrankten Quantor vor:
2+
kPRS0, ~Nn, =P, F,(n)
Mit viermal (V) und einmal (V) ergibt dies
P g v — (P22 — F)),
woraus mit zweimal (V) und (<) die Behauptung folgt

EEETEL (N — (AN (Fo(-),2) — F))
— Vr(Nx — (P*z — F)).
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A = VoV, (Plxozy < 2o < v A P2 ) fiir ein v [P%.3]
Wir beginnen mit der ersten Implikation. Gelte zunéchst j < v. Dann
gilt nach (Ax2) und (Ax1)

k;}%—'P?[n, P]Q.Ln k}%—'P?Ln,j < 0.

Mit (A) folgt
1_poA A

kig—=Pin,j <vAPin,
und wegen j < v mit (—P%)
(1) k;}%—'szfjn,j <vA P?ln,
woraus sich mit zweimal (V)
2)  KREPYjn—j<uvA P
ergibt. Dies folgt auch sofort fiir v < j, da in diesem Fall (1) nach (Ax1)
gilt. Zeigen wir nun die zweite Implikation. Sei wieder zuerst j < v. Also
gilt nach (Ax2)

k:}%—'j <, ﬂP?ln, P?-ln,
und, da j < v ist, mit (P?) auch

(3) k:%—'j < v,ﬁPJQ-ln, P%jn.

<

Mit viermal (V) folgt dann
4) kB <vAP) — P¥jn.

Im Falle v < j folgt (3) sofort mit (Ax1), da —j < v eine wahre Prim-
formel ist. Somit gilt auch (4). Fligen wir nun (2) und (4) mit (A)
zusammen,

kIS P2jn < (j < v A Pin),
geben mit einem Strukturschlufs die Schranken fiir die Quantoren hinzu,

k}%ﬂNj, ~Nn, Pjn < (j <v A Pin),

<

verbinden die beiden hinteren Formeln mit zweimal (V) und einmal (V),

kIS—Nj, Yar (Nzy — (Phjzs < (j < v A Piay))),

v

und wiederholen das Verfahren, zweimal (V) und einmal (V), so erhalten
wir

M%Vzo(l\fﬂco — Vay (Nay — (Phaory < (zg < v A P a1)))).

Mit einem simplen Strukturschlufs fiigen wir das ¢« hinzu.
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«  Die iibrigen Axiome von PA folgen sehr leicht.
Die Herleitungen des nichsten Lemmas verlaufen entlang der natiirlichen Zah-
len. Wir schreiben S™ fiir n-fach S.

Lemma 6.7

(a) kPEENn

(b)  kPE-Ni, NS
Beweis

(a) Wir zeigen die Aussage durch Induktion nach n. Da 0 = 0 eine wahre
arithmetische Primformel ist, gilt nach (Ax1)

kR0 = 0.
Mit (V) folgt

kiE0 =0V (0 =S0A NO),
und (Ind) ergibt damit

kN0,

was den Induktionsanfang darstellt. Sei m + 1 = n. Nach Induktionsvorausset-
zung gilt

kL Nim
und, da n = Sm eine wahre arithmetische Primformel ist, nach (Ax1)
kign = Sm.
Verbinden wir die Formeln mit (A),
Sm+4+1 _
kpPmidtln = Sm A Nm,
erginzen n = 0 mit (V),
kP2 n = 0V (n = Sm A Nm),
so folgt mit (Ind)
5m+4+45
k[P N,

und wir sind wegen 5m + 4 + 5 = 5n + 4 am Ziel.
(b) Wieder fiithren wir eine Induktion nach n. Nach (Ax2) gilt

ki —Ni, Ni.

Dies ist der Induktionsanfang. Der Induktionsschluf ist im wesentlichen iden-
tisch mit dem von (a).
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Lemma 6.8 kl.I' — k[T

Beweis
Die Aussage folgt durch eine einfache Induktion nach [. Da [ eine natiirliche
Zahl ist, kann der letzte Schluf nicht (,.1) gewesen sein.

Schreiben wir A[t1/y1,...,tm/Ym), SO meinen wir die Formel, die aus A ent-
steht, wenn wir ¥, ..., ¥, das miissen genau die freien Variablen von A sein,
durch die Terme ¢, ..., t,, ersetzen. Schreiben wir A[y/y1, - -, Ym/Ym], O ist
das eine andere Schreibweise fiir A, die zuséitzlich zum Ausdruck bringt, daft
Y1, -- -, Ym genau die freien Variablen von A sind. Diese Schreibweise benutzen
wir auch fiir endliche Formelmengen. Notwendig ist sie, um den (3)-Fall des
néichsten Lemmas exakt zu formulieren.

Lemma 6.9 Firt Uy /yi, ..., Ym/ym| existiert ein | derart, dafs

kE-=Niy, o = Nig, Tl fyn, i /Y)Y
fiir alle natiirlichen Zahlen iq, ..., 1, gilt.

Beweis

Wir beweisen die Aussage durch Induktion nach der Definition von F I'. Sei
der besseren Lesbarkeit halber m = 1, desweiteren y die einzige freie Variable,
die in I" auftritt.

«  (Ax). Das Tautologielemma und ein Strukturschluf 16sen diesen Fall.

« (A), (V). In diesem Fall folgt die Behauptung direkt aus der Indukti-
onsvoraussetzung. Eventuell ist dabei ein Strukturschluf erforderlich.

« (V). Gelte - T', A, wobei z nicht frei in T" erscheint, anderes geschrieben
ware das F 'y /y|, Aly/y, x/x]. Nach Induktionsvoraussetzung existiert
ein [, so dak fiir alle 7 und n

kIL-Ni, ~Nn, T[i/y]V, Ali/y, n/a]Y
gilt. Mit (V) und (V) ergibt das wegen VzA € T
k2N, iy
« (3). Sei y die freie Variable in I" und gelte
(1) FT, A1),

sowie JdxA € I'. Wir unterscheiden drei Falle:
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t=1S"0
Falls y auch freie Variable in A ist, kénnen wir fiir (1)

- Ty /y], Ax(S™0)[y/y]

schreiben. Falls y keine freie Variable in A ist, wiirde sich au-
Ber unseren Notationen nichts dndern. Nach Induktionsvoraus-
setzung existiert ein [ derart, daf fiir alle ¢

k5=, Tli/y)Y, A(8"0)[i/y)
gilt. Ferner gilt nach Lemmata 6.7(a) und 6.8 auch k}ﬁoﬂ]\fn.
Somit folgt mit (A)
BRI NG Ty, N A A, (S70)[i/y],
woraus sich mit (3)
kPSS =N Tl fy Y
ergibt.
t=8"z
Nehmen wir wiederum an, daf y auch freie Variable in A ist, so
konnen wir fiir (1)

=Ty /yl, Ae(S"2)[y/y, 2/ 2]

schreiben. Falls y keine freie Variable in A ist, wiirde sich wieder-
um aufer unseren Notationen nichts &ndern. Nach Induktions-
voraussetzung existiert ein [ derart, daf fiir alle ¢ und j

kf~Ni, =N, Tlify) Y, An(S"2) iy, /="
gilt, insbesondere also auch fiir j =0

RIL=Ni, —NO, Tli/y]N, A,(S"2)[i/y, 0/2]",
oder anders notiert

RIL=Ni, —NO, T[i/y]Y, A, (S"0)[i/y]".

Nach Lemmata 6.7(a) und 6.8 gilt k:%N 0. Mit dem Reduktions-
lemma folgt also

RSN, Tify]N, Au(S"0)[i/y]™

Auferdem gilt nach Lemmata 6.7(a) und 6.8 auch k}ioﬂ]\f n.
Somit folgt mit (A)

RIEEREES NG T /], N A A (S70)[i/y]",
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woraus sich mit ()

fe o2 S NG Di fy] Y
ergibt.
« t=S"y
Wir schreiben fiir (1)

=Ty /y], Ao (S"y) [y/y).-

Wiederum existiert nach Induktionsvoraussetzung ein [ derart,
dafk fiir alle ¢

k=N, Dlify)N, Ao (S™y)[i /)Y
oder anders notiert
kLN, Tli/y)Y, Au(8m0)N

gilt. Lemmata 6.7(b) und 6.8 liefern uns k[°Z~Ni, NS"i. Also
folgt mit (A)

RN Tfi/y)Y, NS™i A An(S™)N.
Wenden wir einmal (3) an, erhalten wir

kA2 NG Tyl

Lemma 6.10 (Einbettung) Ist ein Satz A in GID,, herleitbar,
GID, I- A,

so existiert ein | mit

e AN

Beweis
Da A in GID, herleitbar ist, existieren Axiome A,,..., A, aus GID, mit

(A AL A A, A

Da A ein Satz ist, konnen wir moglicherweise vorhandene freie Variablen in
Ay, ..., A, beliebig mit Numeralen belegen. Nach Lemma 6.9 existiert ein [,
derart, daft

(1) k(A AL A AN, AY
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gilt, und wegen Lemma 6.6 gibt es ein [, mit
(2) k(A AL A AN

Sei [ grofer als [ und I, und grofer als die Liange der Formel A; A ... A A,.
Dann folgt aus (1) und (2) mit einem (cut)

ke AN
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7 Eine Majorisierung der I15-SKOLEM-Funktionen
von GID,

7.1 Wiedersehen mit den Ordinalzahlen

Lemma 7.1

(a) av=cnrY+ - FtTm & qy<ra € AH = Vi<m(y; <)
(b) ay<ra€ AH = ap < Dya

(¢) l<m = DYDY+ ) <" DIDP0 + 1)

(d) aw<pa & ap,a € AH = ap#tay < Dy

(e)  DL(DL0+ )#DL(DL0 + ¢) <, DY (DL0 4 0)

Beweis

(a) Es gilt Vi <m(v; <t «). Da fiir alle i« < m zum einen AH;y; C AH;ap und
zum anderen no(y;) < no(wy) gilt, folgt die Behauptung.

(b) Wir zeigen zundchst og<ya = «y<;D,a durch Induktion nach
ap. Gilt ag = 0, so ist die Behauptung klar. Sei oy = D,y. Fiir v < p
benutzen wir die Stufenklausel. Sei also v = p. Wegen oy <} a haben wir
{av} = AH,00 <;, AHpa. Aus der Teiltermklausel folgt damit oy <y Dpcv. Sei
ag =cNF Yo+ - -+ Ym- In (a) zeigten wir v; < . Also gilt nach Induktions-
voraussetzung y; <j D,c. Dann folgt oy <, D, mit der Klausel der additiven
Hauptzahl,.

Da fiir [ < p trivialerweise AH;D,oc = AHj« gilt, ist nur noch

AHpop <i{D,a} = AH,D,«

zu zeigen. Sei v € AH,a. Wegen oy <« gilt dann v <, AH,o. Da v ei-
ne additive Hauptzahl ist, folgt mit der Stufen- oder mit der Teiltermklausel
v <k Dpa.

Nach Voraussetzung gilt no(ag) < g(no(a), k) und wegen der strengen Mono-
tonie von ¢ auch no(ap) < g(no(Dya), k).
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(¢) Wir benutzen zunéchst Lemmata 2.16 und 2.12. Mit D0 < D50 gilt auch
DL0+41 < D5 0++. Hieraus folgt D! (DL0+1) <, DL (DL 0+1). Mit Punkt (b)
des Lemmas, das wir gerade beweisen, ergibt sich Dp(Df()—l—L) < DL (D04
¢) und somit im wesentlichen das zu zeigende.

(d) Mit Lemma 2.2(c) kénnen wir wie im Beweis von 2.15 die hier geforderte
Normbedingung

no(a#ay) < q(no(Dya), k)

zeigen. Die Additive-Hauptzahly-Klausel liefert uns mit Teil (b) ap#ao <p Dpa.
Fiir | < p ist wegen oy <y o desweiteren AH;D,o0 = AH;oe. Auferdem gilt
auch, da ag € AH ist, AH,(c#Hap) = {ao} <i{D,a} = AH,D,a.

(e) Wie im Beweis von (c) zeigen wir DL(DL0 + 1) < DL(D5H0 + ¢). Teil (d)
dieses Lemmas fiihrt uns zur Behauptung.

Lemma 7.2 Seil > 0.
(a)  5-1+4<q(no(D, (D5'0+ 1)), k)
(b)  5-k+4<q(no(DL(DL0+ 1)), k)

Beweis
Die Norm von D! (D.0 + 1) errechnet sich leicht zu

no(DL(DY0 + 1)) =21+ p.
Nehmen wir die primitiv rekursive Funktion aus Kapitel 2,
qm, k) =p-(k+1)-5m+%

so folgen die Behauptungen (a) und (b) mit einfachster Arithmetik. Wir nutzen
dabei p > 0 und &k +1 > 0 sowie 5 - [ +4 < 5%+, Zum einen gilt

5.-144 < 5¥HL
< p-(k+1).5¥04r+2

und zum anderen

5-k+4 < (k+1)-5
S p(k+1>521+p+2’

womit (a) und (b) nachgerechnet sind.
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Lemma 7.3 Sei o > Q,. Dann gilt:

el p —y platlp

Beweis
Es geniigt,

q(no(a), k) <+ 1

zu zeigen. Die Behauptung folgt dann mit (<). Da a > Q, ist, gilt mit der
Stufenklausel

1<, a,

also mit der Additive-Hauptzahl,-Klausel
g(no(a), k) — 1 <«

und mit Multimengenvergleich
g(no(a), k) <pa+ 1.

Ferner gilt AH,q(no(a), k) = {1} <, AH,o U AH,1. Somit folgt, da trivialer-
weise die Normbedingung gilt,

qg(no(a), k) <pa + 1.

Lemma 7.4

DI r040)+1 Nm

(@) m>0 — kP22

(b) m }w Nm,

Beweis
(a) Nach Lemma 6.7(a) gilt

k }—5”"5“4 Nm.
Nach Lemmata 7.2(a) und 2.25(b) folgt mit (<)

qu(no(D;”*uO?;”*Oﬂ)),k) Nm,

und wegen Lemma 7.3 auch

Dmfl Dm710+ +1
kl p ( pO L) Nm
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(b) Nach Lemma 6.7(a) gilt
k}5m—0+4N m
fiir alle k£, insbesondere also auch
m}%]\f m.
Nach Lemmata 7.2(b) und 2.25(b) folgt mit (<)

m I q(no(Dé) (lgﬁ,OJrL)),m) Nm

und wegen Lemma 7.3 auch

DL (DLO+e)+1
m}%]\fm

7.2 Wahrheit

Sei I' eine Teilmenge von Posy. Damit besteht I' nach Definition von Posg
ausschlieflich aus £(N)-Formeln, in denen N, wenn iiberhaupt, nur positiv
auftritt. Es gibt also in den Formeln von I" keine Teilformeln der Gestalt ~Nt.
Wir schreiben |=I'(j), wenn die Disjunktion der Formeln aus I' im Standard-
modell gilt, wobei das Pradikatszeichen N durch die Menge der natiirlichen
Zahlen, die kleiner als j sind, interpretiert wird.

Lemma 7.5 (Wahrheit)
kET & T C Posy = = T(j)

Beweis durch Induktion nach j

(Ax1). Enthélt I' eine wahre Primformel, also eine Formel, die im Standard-
modell wahr ist, so gilt auch = I'(j) fiir ein beliebiges j. Wegen I' C Pos, kann
der Fall =P%jn € T nicht eintreten.

(Ax2). Da T C Pos ist, kann (Ax2) nicht vorliegen.

(Bas). Wegen I' C Posy konnen (P%) und (—P?) nicht auftreten. Von den
anderen Féllen zeigen wir (3), die nicht gezeigten verlaufen analog. Wir be-
nutzen jeweils die Korrektheit der Grundschliisse. Sei i <, j mit kf5T, A, (n).
Nach Induktionsvoraussetzung gilt = T' U {A,(n)} (7). Aus = {A,(n)}(7) folgt
= {JzA}(i). Also ergibt sich in jedem Fall = I'(i). Da N in I' nur positiv

auftreten darf, folgt = I'(j) wegen i < j.



(Ind). Da T’ C Pos ist, kann nicht (P?) vorliegen. Wir betrachten also (N).
Sei i <, j, insbesondere also @ < j. Da mit = {n =0V (n = Sm A Nm)}(7)
schon = {Nn}(j) gilt, folgt die Behauptung mit der Induktionsvoraussetzung.
(Cut). Ein Schnitt kann aufgrund des iiberaus kleinen Schnittranges nicht vor-
liegen.

(Qu41)- Da j eine natiirliche Zahl ist, gibt es keinen Kontext f derart, daf
J = f[Qu11] ist. Also ist auch dieser Fall nicht moglich.

(K). Sei i < j. Dann gilt nach Induktionsvoraussetzung = I'(i). Da N in T’
nur positiv auftreten darf, folgt = I'(j) wegen i < j.

Theorem 7.6 Sei der 113-Satz VxIy®(x,y) in GID, herleitbar. Dann gilt im
Standardmodell:

(a)  JVm>13In<Go(Do(D,'(D,'0+ 1) + 1)) ®(m,n)
(b)  FVm3In < G (Do(DL(DLO + 1) 4+ 1)) ®(m,n)

Beweis
Laut Einbettungslemma 6.10 existiert ein [, derart, daf fiir alle &

1
k22 (N — 3y(Ny A B(z, y)V))

gilt. Das Inversionslemma 5.2 16st den Allquantor auf. Also gilt fiir alle m und
alle k

!
k}%]\fm — Jy(Ny A d(m,y)N)
und es folgt durch V-Inversion

k22O N Jy(Ny A B (m, y)V).
lo ) )

Durch ly-faches Anwenden des Eliminationslemmas ist die Herleitung schnitt-
frei,

1 l
(1) REEEED N Sy (Ny A D (m, y)Y),

Um sich nun der Formel ~Nm zu entledigen, gibt es zwei Moglichkeiten:
(a) Sei [ := lp. Nach Lemma 7.4(a) gilt

(2) OID;”_I(D;’;_IO—H)-i-l Nm,

66



und fiir alle m > [ nach (1), gegebenenfalls nach Anwendung des Lemmas
7.1(c) und (<), auch

Mit dem Reduktionslemma und Lemma 7.1(e) erhalten wir dann zusammen
mit (2) und (<) fiir alle m > |

DI (DI*0+4¢)+1
OPZEEERI 3 (Ny A @ (m, y)™).

Da Jy(Ny A ®(m, y)") ein Formel aus Pos ist, folgt mit dem Kollabierungs-
lemma (a) fiir alle m > 1

QPR DR 3Ny A (1, y))

und dann mit Kollabierungslemma (b) fiir alle m > [

OCLLoDE D)D) Ty A (1, 7)),

Da die hergeleitete Formel in Pos ist, liefert das Wahrheitslemma die Be-
hauptung.
(b) Nach Lemma 7.4(b) gilt

l !
D% (D20 1
m}—”( £ o+ Nm

Sei [ := lp+ 1. Mit dem Reduktionslemma und Lemma 7.1(e) folgt zusammen
mit (1) und (<)

DL(DL0+41)+1
m |22 Sy (Ny A D (m, y)).
Teil (a) des Kollabierungslemmas liefert, da Jy(Ny A ®(m,y)") eine Formel
aus Pos ist,

| Do (D}, (D},0+)

1
m 2D 3Ny A ®(m, y) V)

und Teil (b) des Kollabierungslemmas

| Gm (Do (DL (DL0+1)+1))

m - Jy(Ny A ©(m, y)™).

Da die hergeleitete Formel in Pos ist, erringt das Wahrheitslemma die Be-
hauptung.
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